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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fir e igene Untersuchungen

Kap. 1

ZzuAl.1l:
n=13:

Da n eine Primzahl ist, lassen sich alle Sternfiguren {13/k} mitk = 2, 3, 4, 5, 6 als durchgehende
Streckenzlige zeichnen:

{13/2} {13/3} {13/4}
0-2-4-6-8-10-12-1 0-3-6-9-12-2-5-8 0-4-8-12-3-7-11-2
-3-5-7-9-11-0 -11-1-4-7-10-0 -6-10-1-5-9-0
{13/5} {13/6}
0-5-10-2-7-12-4-9 0-6-12-5-11-4-10-3
-1-6-11-3-8-0 -9-2-8-1-7-0

n=15:

Dan =3 - 5, lassen sich die Sternfiguren {15/k} mit k = 2, 4, 7 (teilerfremd) als durchgehende Streckenziige

zeichnen:

{15/2} {15/4} {15/7}

0-2-4-6-8-10-12-14 0-4-8-12-1-5-9-13 0-7-14-6-13-5-12-4
~1-3-5-7-9-11-13-0 | -2-6-10-14-3-7-11-0 | -11-3-10-2-9-1-8-0

Die Sternfigur {15/3} besteht aus 3 regelmafigen 5-Ecken, da 3 ein Teiler von 15 ist, Sternfigur {15/5} aus 5
regelméaRigen 3-Ecken, da 5 ein Teiler von 15 ist, und Sternfigur {15/6} besteht wegen ggT(15; 6) = 3 aus
drei 5-zackigen Sternen vom Typ {5/2}:
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X

{15/3} {15/5} {15/6}
0-3-6-9-12-0, 0-5-10-0,1-6-11-1, 0-6-12-3-9-0,
1-4-7-10-13-1, 2-7-12-2,3-8-13-3, 1-7-13-4-10-1,
2-5-8-11-14-2 4-9-14-4 2-8-14-5-11-2

n=18:

Dan=2-3- 3, lassen sich nur die Sternfiguren {18/k} mit k = 5, 7 (teilerfremd) als durchgehende
Streckenziige zeichnen. Sternfigur {18/2} besteht aus 2 regelmafigen 9-Ecken, da 2 ein Teiler von 18 ist.
Sternfigur {18/3} besteht aus 3 regelméaRigen 6-Ecken, da 3 ein Teiler von 18 ist. Sternfigur {18/4} besteht
wegen ggT(18;4) = 2 aus zwei 9-zackigen Sternen vom Typ {9/2}. Sternfigur {18/6} besteht aus 6
regelméaRigen 3-Ecken, da 6 ein Teiler von 18 ist. Sternfigur {18/8} besteht wegen ggT(18;8} = 2 aus zwei 9-
zackigen Sternen vom Typ {9/4}.

()

{18/2}

0-2-4-6-8-10-12
-14-16-0,

1-3-5-7-9-11-13
-15-17-1

{18/3}

3-6-9-12-15-0,
4-7-10-13-16-1,
5-8-11-14-17 -2

0
1-—
2

{18/4}

0-4-8-12-16-2-6
-10-14-0,

1-5-9-13-17-3-7
-11-15-1

{18/5}
0-5-10-15-2-7-12
~17-4-9-14-1-6
-11-16-3-8-13-0

{18/6}
0-6-12-18,1-7-13-1,
2-8-14-2,3-9-15-3,
4-10-16-4,5-11-17-5

{1817}
0-7-14-3-10-17-6
~13-2-9-16-5-12
~1-8-15-4-11-0
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{18/8}
0-8-16-6-14—4—12
~2-10-0,
1-9-17-7-15-5-13
~3-11-1

zZu A1.2:

Stern {5/2} kann mit 2 Farben
gefarbt werden: Innen liegt das
regelmaRige 5-Eck = Stern {5/1},
aulien liegen die 5 gleichgrof3en
Zacken.

Stern {7/2} kann mit 2 Farben
gefarbt werden: Innen liegt das
regelmaRige 7-Eck = Stern {7/1},
aulien liegen die 7 gleichgrof3en
Zacken.

Stern {7/3} kann mit 3 Farben
gefarbt werden: Innen liegt der
Stern {7/2}, der mit zwei Farben
gefarbt werden kann; aul3en
liegen die 7 gleichgroR3en Zacken.

Stern {9/2} kann mit 2 Farben
gefarbt werden: Innen liegt das
regelmaRige 9-Eck = Stern {9/1},
aul3en liegen die 9 gleichgrol3en
Zacken.

Stern {9/3} kann mit 3 Farben
gefarbt werden: Innen liegt der
Stern {9/2}, der mit zwei Farben
gefarbt werden kann; aul3en
liegen die 9 gleichgroRen Zacken.

Stern {9/4} kann mit 4 Farben
gefarbt werden: Innen liegt der
Stern {9/3}, der mit drei Farben
gefarbt werden kann, aul3en
liegen die 9 gleichgroRen Zacken.

Fazit: Da Stern {n/k} aus Stern {n/k — 1} und n Zacken auf3en besteht, kann schrittweise erschlossen werden,
dass der Stern mit k Farben gefarbt werden kann.

zu A1l.3:

Ein regelmagiges 9-Eck hat %2 - 9 - 6 = 27 Diagonalen, von denen 9 Diagonalen die drei gleichseitigen
Dreiecke des Sterns {9/3} bilden und jeweils 9 Diagonalen zu den regelmafigen 9-zackigen Sternen {9/2}

und {9/4} gehdren.

Ein regelmagiges 10-Eck hat %2 - 10 - 7 = 35 Diagonalen, von denen 5 Diagonalen jeweils nur zwei
gegeniberliegende Punkte verbinden, 10 Diagonalen bilden die beiden regelméaRigen 5-Ecke des Sterns
{10/2}, 10 Diagonalen bilden die beiden 5-zackigen Sterne, aus denen Stern {10/4} besteht und 10
Diagonalen gehéren zum regelmaRigen 10-zackigen Stern {10/3}.

Ein regelmagiges 11-Eck hat %2 - 11 - 8 = 44 Diagonaen, von denen jeweils 11 Diagonalen die
regelmaRigen Sterne {11/2}, {11/3}, {11/4} und {11/5} bilden.

Ein regelmagiges 12-Eck hat %2 - 12 - 9 = 54 Diagonalen, von denen 6 Diagonalen jeweils nur zwei
gegeniberliegende Punkte verbinden, 12 Diagonalen bilden die beiden regelmé&Rigen 6-Ecke des Sterns
{12/2}, 12 Diagonalen bilden die drei Quadrate des Sterns {12/3}, 12 Diagonalen bilden die beiden
regelmaRigen 6-Ecke, aus denen Stern {12/4} besteht und 12 Diagonalen gehéren zum regelmaRigen 12-

zackigen Stern {12/5}.

Verallgemeinerung:

Die Anzahl der Diagonalen in einem regelméRigen n-Eck betrdgt %2 - n - (n — 3).

Bei ungeradem n ist der Faktor n — 3 eine gerade Zahl und l&sst sich durch 2 teilen. %2 - (n — 3) gibt also an,
wie viele Sterne gebildet werden kénnen: Bei n =5 ist dies ¥2 - (n — 3) = 1 Stern, bei n = 7 sind dies

% - (n — 3) = 2 Sterne, bei bei n = 9 sind dies %2 - (n — 3) = 3 Sterne usw.
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Bei geradem n sind % - n Diagonalen zum Zeichnen von Sternen unbrauchbar, weil sie nur jeweils zwei
gegeniiberliegende Punkte miteinander verbinden. Ubrig bleiben % -n-(n=3) =% -n=%-n-(n-4)
Diagonalen. ¥ - (n — 4) gibt an, wie viele Sterne gebildet werden kénnen: Bein =6 istdies%-(n—-4)=1
Stern, bei n = 8 sind dies %2 - (n — 4) = 2 Sterne, bei bei n = 10 sind dies %2 - (n — 4) = 3 Sterne usw.

Welche Stern-Typen entstehen, hangt — wie ausgefiihrt — von k ab: ein Stern aus k Vielecken mit n/k Ecken
oder ein Stern aus g Sternen mit n/g Zacken oder ein Stern, der aus einem durchgehenden Streckenzug

besteht.

zu A 1.4:

Die Zacke liegt ,uber"
einer Diagonale des 8-
Ecks, die einen
Eckpunkt mit dem
Ubernachsten Eckpunkt
verbindet. Daher ist der
Zackenwinkel € halb so
grol3 wie der zugehdrige
Mittelpunktswinkel,
namlich halb so grof3 wie
2 - 360°/8, also £=45°.

Die Zacke liegt ,uber"
einer Seite des 9-Ecks.
Daher ist der
Zackenwinkel € halb so
grol3 wie der zugehdrige
Mittelpunktswinkel,
namlich halb so grof3 wie
360°/9, also €= 20°.

Die Zacke liegt ,,uber"
einer Diagonale des 10-
Ecks, die einen
Eckpunkt mit dem
viertndchsten Eckpunkt
verbindet. Daher ist der
Zackenwinkel £ halb so
grof3 wie der zugehorige
Mittelpunktswinkel,
namlich halb so groR3 wie
4 - 360°/10, also £=72°.

Die Zacke liegt ,uber"
einer Diagonale des 12-
Ecks, die einen
Eckpunkt mit dem
funftndchsten Eckpunkt
verbindet. Daher ist der
Zackenwinkel € halb so
grol3 wie der zugehdrige
Mittelpunktswinkel,
namlich halb so grof3 wie
5-360°/12, also €= 75°.

ZzuA1l5:

Zu einer Sehne gibt es Umfangswinkel ,,oberhalb“ bzw.

Lunterhalb” der Sehne. Diese erganzen sich zu 180°.
Der Mittelpunktswinkel, der zu einem Umfangswinkel ,unterhalb” der Sehne gehdrt, ist der Erganzungswinkel
zu dem Mittelpunktswinkel, der zu einem Umfangswinkel ,oberhalb" der Sehne gehort — diese beiden

Mittelpunktswinkel ergénzen sich also zu 360°.

Dies ergibt sich aus dem

Kreiswinkelsatz (vgl. Abb. Mitte):

e Alle Umfangswinkel Gber
einer Sehne sind gleich grof3.

»  Der Mittelpunktswinkel tber
einer Sehne ist doppelt so
grofl3 wie die zugehdrigen
Umfangswinkel.

Mit den in der Abbildung rechts stehenden Bezeichnungen ergibt sich:
Folgende Umfangswinkel sind gleich grol3 ... Gber der Seite: AB:y;=0,; BC: & =05 ;
CD:0;=fB;; DA B1=V,.

... Uber bzw. ,unter* der Diagonale: AC: 6 =180° — 3 ; BD: a = 180° -,
also: a + y=180° und B+ &= 180°.

Die Zacke liegt Uber der Diagonale des 9-Ecks, die einen Eckpunkt mit dem funftnachsten Eckpunkt
verbindet. Daher ist der Zackenwinkel £ halb so grol3 wie der zugehérige Mittelpunktswinkel, ndmlich halb so
grol3 wie 5 - 360°/9, also £=100°.

zu A 1.6:
Der Mittelpunktswinkel ist jeweils gro3er als 180°.

In der Abbildung links liegt die Zacke Uber der Diagonale des 11-Ecks, die einen Eckpunkt mit dem
siebtnachsten Eckpunkt verbindet. Daher ist der Zackenwinkel £ halb so grol3 wie der zugehérige
Mittelpunktswinkel, namlich halb so grof3 wie 7 - 360°/11, also £= 114,5°.
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In der Abbildung rechts liegt die Zacke tber der Diagonale des 12-Ecks, die einen Eckpunkt mit dem
achtnachsten Eckpunkt verbindet. Daher ist der Zackenwinkel € halb so grof3 wie der zugehdrige
Mittelpunktswinkel, namlich halb so gro3 wie 8 - 360°/12, also £= 120°.

ZUA1l.7:

Da jeder Stern vom Typ {n/2} im Innern ein regelmafiges n-Eck, also einen Stern vom Typ {n/1} enthalt, sind
die aul3en liegenden Zacken ,aufgesetzt".

zu A 1.8:

Die Zahlen x; = 1 und x, = -1 sind Lésungen der Gleichung x° — 1 = 0. Daher ist die Termdivision
(x6 —1) : (x2—=1) moglich und man erhalt als ergdnzenden Faktor (x4 +x2+1).

Durch Ausmultiplizieren kann man Uberprifen, dass sich (x4 + x2 + 1) darstellen lasst als Produkt
(F+x+1)-(x2=-x+1).

Man kann dabei z. B. die 3. binomische Formel anwenden:
0R+x+1) - (@-x+1)=((@+1)+x) - ((+1) —x)= (@ +1)2-x2=x*+2x2+ 1 -x?

Die Losungen der quadratischen Gleichungen x2+x+1 =0 und x2—x+ 1 =0 sind:

5 —_£+E|] , X, :_E_EH , Xs :E.p.ﬁ[ﬂ X Xg :E—EH
2 2 2 2 2 2 2 2

Hieraus ergeben sich die folgenden Punktkoordinaten:

(110);(110);(c1 18 ), (L1381 8y, (1)_ 43,
2 2 2 2 2 2 2 2

ZUA1.9:

Die Zahlen x; = 1 und x, = -1 sind Lésungen der Gleichung x® — 1 = 0. Daher ist die Termdivision
(x® = 1) : (x2 — 1) moglich und man erhalt als erganzenden Faktor (x° + x* + x2 + 1).

Nachdem man festgestellt hat, dass s = i und x, = —i ebenfalls Losungen der Gleichung x® — 1 = 0 sind,
muss auch nach die Termdivision durch (x2 + 1) méglich sein, also

C-1):(x2-1)-02+1)=(x*-1): (x*-1) =(x" +1)

Durch Ausmultiplizieren (x2 + \/E X+1)-(x2— \/Ex + 1) Uberpruft man, dass dies (x4 + 1) ergibt.

Die Lésungen der quadratischen Gleichungen x2 + x/E X+1=0 und x2-— \/Ex +1 =0 sind:
-_QJ,QU ; -_Q_Qu L =2 \E[ﬂ ; xg-@-@g Hieraus ergeben sich die

5 = Xe = ' Xy =t =
2 2 2 2 2 2 2 2
folgenden Punktkoordinaten:
(110):(-110): 0]1); ©]-1); Y2 | V2 ); (321422142, (42 42,
2 2 2 2 2 2 2 2

zu A 1.10:

4. Runde:A-E,D-F,C-G,B-H
5. Runde:A-F,E-G,D-H,B-C
6. Runde: A-G,F-H,B-E,C-D
7.Runde:A-H,B-G,C-F,D-E
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zuAl1l.11:.

Wie beim Turnier mit 8 Mannschaften zeichnet man ein regelmaRiges 7-Eck. Die Spielpaarungen ergeben
sich aus den einzelnen Seiten und den dazu parallelen Diagonalen; der gegeniiberliegende Punkt markiert
die spielfreie Mannschaft.

1.

~N O 0o b~ W0DN

ZUA1.12:

Runde:
. Runde:
. Runde:
. Runde:
. Runde:
. Runde:
. Runde:

A-B,C-G,D-F, Eist spielfrei
B-C,A-D, E-G, Fistspielfrei
C-D,B-E,A-F, Gistspielfrei
D-E,C-F,B-G,Aistspielfrei
E-F,D-G, A-C,Bistspielfrei
F-G,A-E,B-D,Cistspielfrei
G- A B-F, C-E, Distspielfrei

Aus der folgenden symmetrischen Tabelle kann man ablesen, dass 15 Spiele stattfinden. In den
Randfeldern stehen alle méglichen Paar-Kombinationen (in alphabetischer Reihenfolge notiert).

Im Innern der Tabelle steht ein X", wenn eine Spielpaarung nicht méglich ist, da ein Spieler doppelt
vorkommt. Die Tabelle ist symmetrisch, da mit jeder Spielpaarung auch die umgekehrte Aufzahlung der
Partie moglich ist.

Damit man einen schénen Spielplan hat, sollte man geometrisch vorgehen.

Man betrachtet ein regelméaRiges Finfeck und in diesem bestimmte Seiten bzw. Diagonalen,die den
Paarkombinationen entsprechen.

Legt man fest, welcher Spieler spielfrei hat, dann kann man die jeweils zusammen spielenden Teilnehmer
gemal einem geometrischen Muster festlegen:

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 6 / 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

A
BAE
C D

Dem Punkt (spielfreier Teilnehmer) gegentber liegt ein Trapez, von diesem wéahle die beiden parallelen
Seiten:

spielfrei Mannschaft 1 Mannschaft 2

A CD BE

B DE AC

C AE BD

D AB CE

E BC AD

Dem Punkt gegenlber liegt ein Trapez, von diesem wéhle die nicht parallelen Seiten:
spielfrei Mannschaft 1 Mannschaft 2

A BC DE

B CD AE

C DE AB

D AE BC

E AB CD

Dem Punkt gegeniber liegt ein Trapez, von diesem wahle die Diagonalen:

spielfrei Mannschaft 1 Mannschaft 2

A BD CE

B CE AD

C AD BE

D BE AC

E BD AC
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Kap. 2

ZUA2.1:

21113|6|10|15|21 |28 |36 |45 |55|66| 78|91 | 105 | 120|136 | 153 | 171 | 190 | 210

ZUA2.2:

Um diese Grenzen zu bestimmen, muss eine quadratische (Un-)Gleichung geldst werden:
Y%-n-(n+1)2100 = n2+n=200 = (n+%)22200,25 = n=13,65 = n=14
Y%-n-(n+1)21.000 = n2+n=2.000 = (n+%)222000,25 = n244,22 = n=45

% -n-(n+1)2=1.000.000 = n2+n2=2.000.000 = (n+%¥%)22=2000000,25 = n2=1413,71 = n=1414

zZu A 2.3:

Die abgebildeten Quadrate enthalten acht Dreiecke, mit denen die Dreieckszahlen dargestellt werden;
zuséatzlich liegt in der Mitte ein Punkt. In den Abbildungen sind also die Beziehungen

8- Ny +1=72;: 8N +1=92; 8-Ag+1=112

dargestellt. Allgemein lautet die Beziehung:

8 A, +1=(2n+1)2

Der Nachweis der Beziehung kann mithilfe von A, =% -n- (n + 1) =% - n2 + % - n erfolgen:
8-Ay+1=4-n2+4-n+1=(2n+1)2

Grafiken firn=1und n = 2:

00000
00000
000 00000
000 OOO0OO
OO0 00000

ZUA2.4:

* In den Abbildungen sind zu sehen:

links: 32— 3 =6 rote, 62— 6 = 30 gelbe, 2 - (3 - 6) = 36 orange farbene Steine;

Mitte: 62 — 6 = 30 rote, 102 — 10 = 90 gelbe, 2 - (6 - 10) = 120 orange farbene Steine;
Mitte: 102 — 10 = 90 rote, 152 — 15 = 210 gelbe, 2 - (10 - 15) = 300 orange farbene Steine
Allgemein: (rP-r+(g2-g)=2-r-g = g2-2rg+r2=r+g = (g-r2=r+g

Sind g und r (mit g > r) zwei aufeinanderfolgende Dreieckszahlen A, und A, _, dann ist deren Differenz
gerade gleich n. Nach Formel (2.2) gilt aber gerade: A,_; + A,=n2.

» Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Die beiden gezogenen Kugeln haben die gleiche Farbe
berechnet sich wie folgt:

ri(r-)+gl(g-)_ r2+g>-r-g
(r+g)lr+g-1) (r+g)r+g-1)

P((rln), (glg) ) =
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Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis Die beiden gezogenen Kugeln haben unterschiedliche Farben
berechnet sich wie folgt:

20rlg
(r+g)dr+g-1

Eine faire Spielregel liegt vor, wenn beide Ereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, also wenn gilt:

P((rlg). (aIn) =

rz+g2-r-g _ 20r (g
(r+g)dr+g-1) (r+g)dr+g-1°
rP—2rg+g2-r—-g=_0, d. h.,, wenn

d. h., wenn

(r—g)2=r+g oder (g—r)2=r+g

Hinweis: An der folgenden Tabelle kann abgelesen werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit man gewinnt,
wenn man auf das Ereignis setzt. Dabei wird deutlich, dass es nachteilig wéare, auf das Ereignis zu wetten,
wenn die Anzahlen von roten und gelben Kugeln sich nur wenig unterscheiden.

1 2 3 4 5 6 7 8 ) 10
0,000 o,sssio,eoo 0,667 | 0,714 | 0,750 | 0,778 | 0,800 | 0,818
0,333 (0,333 ] 0,400 | 0,467 [ 0,524 | 0,571 | 0,611 | 0,644 | 0,673 | 0,697
0,400 | 0,400 | 0,429 | 0,464 | 0,500 | 0,533 | 0,564 | 0,591 | 0,615
0,600 | 0,467 | 0,429 | 0,429 | 0,444 | 0,467 | 0,491 | 0,515 | 0,538 | 0,560
0,667 | 0,524 | 0,464 | 0,444 | 0,444 | 0,455 | 0,470 | 0,487 | 0,505 | 0,524
0,714 | 0,571 | 0,500 | 0,467 | 0,455 | 0,455 | 0,462 | 0,473 | 0,486
0,750 | 0,611 0,533 | 0,491 | 0,470 | 0,462 | 0,462 | 0,467 | 0,475 | 0,485
0,778 | 0,644 | 0,564 | 0,515 | 0,487 | 0,473 | 0,467 | 0,467 | 0,471 | 0,477
0,800 | 0,673 [ 0,591 | 0,538 | 0,505 | 0,486 | 0.475 | 0,471 0,471 | 0,474
10[ 0,818 | 0,697 | 0,615 | 0,560 | 0,524 | 0,500 | 0,485 | 0,477 | 0,474 | 0,474
11/ 0,833 | 0,718 | 0,637 | 0,581 | 0,542 | 0,515 | 0,497 | 0,485 | 0,479 | 0,476
12[ 0,846 | 0,736 | 0,657 | 0,600 | 0,559 | 0,529 | 0,509 | 0,495 | 0,486 | 0,481
13] 0,857 | 0,752 | 0,675 | 0,618 | 0,575 | 0,544 | 0521 | 0,505 | 0,494 | 0,486
14] 0,867 | 0,767 | 0,691 | 0,634 | 0,591 | 0,558 | 0,533 | 0,515 | 0,502 | 0,493
15] 0,875 | 0,779 | 0,706 | 0,649 | 0,605 | 0,571 | 0,545 | 0,526 | 0,511 | 0,500 |

W0~ (® || N =

Das zweifache Ziehen einer Kugel aus der Urne kann mithilfe einer Kombinationstabelle veranschaulicht
werden: Da die gezogene Kugel nicht zuriickgelegt wird, kann eine Kugel nicht zweimal gezogen werden
(graue Felder). Die zum Ereignis ,gleiche Farbe* gehtrenden Kombinationen sind durch die grinen Felder
verdeutlicht. Die Pfeilspitzen zeigen an, dass diese Felder in die gelben Felder verschoben werden kénnen.
Die nicht verschobenen griinen Felder passen offensichtlich in die noch nicht belegten Felder oben rechts
und unten links:
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zu A 2.5:

Dargestellt sind vier Dreiecke mit n Reihen, durch die jeweils die Summe 1 +3 + 5+ ... + (2n + 1) dargestellt
wird. Offensichtlich gilt:

4-[1+3+5+...+@2n=-D)]=[(2n-1)+1]2=(2n)2=4n%,als01+3+5+ ...+ (2n+1)=n2

zZu A 2.6:

Dargestellt sind zwei Summen von ungeraden natirlichen Zahlen
1+3)+1,(1+3+5)+(3+1),(1+3+5+7)+(5+3+1),(1+3+5+7+9)+(7+5+3+1),
also furn =1, 2, 3, 4 die Summen

1+3+...+(2n-1)+2n+1)] +[(2n-1)+ ... +3 + 1] =(n + 1)2 + n2 gemal Formel (2.3)

ZUA2.7:

Das Gesamt-Dreieck aus 2n Zeilen setzt sich jeweils aus vier kleineren Dreiecken zusammen: drei
Dreiecken mit n Zeilen (rot, griin, blau) und ein Dreieck mit n — 1 Zeilen (gelb). Wenn dieses kleinere Dreieck
um eine Zeile mit n Punkten erganzt wird, erhalt man ein Dreieck mit n Zeilen.

ZUA2.8:
» Die Zahl 18 hat zwei ungerade Teiler: 3 und 9.

Hieraus ergeben sich die beiden Summendarstellungen:

O
O Q0O
00 @0 Q00O
000 000 Q000
Ol JONO! 10 @OO000O
Ol JONO! 10 Q00000
00 000 OO
000 000 O
5+6+7=18 3+4+5+6=18
» Die Zahl 15 hat drei ungerade Teiler: 3, 5, 15.
Hieraus ergeben sich drei Summendarstellungen
4+5+6=151+2+3+4+5=15,7+8=15
@
OO
00
0000
00000
000000
0000000
@O0000000
() 000000
000 @0 © 00000
00 000 Q0 0000
000 000 00000 @00 00O
000 000 00000 0000 OO
000 000 0000 0000 O
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Die Zahl 45 hat 5 ungerade Teiler: 3, 5, 9, 15, 45.

Hieraus ergeben sich die Summendarstellungen

=45;

1+2+3+4+5+6+7+8+9

= 45;

7+8+9+10+11

=45;

14 + 15 + 16

000000000

0000000
000000000

o0 @0
000 000
000 000
c00 000
000 000
000 000
000 OO0
000 000
000 000
000 000
000 000
000 OO0
o000 000
000 000
00 000

=45

22 +23

= 45;

5+46+7+8+9+10

(8/0.0.0.0.6.0.0.6.0.0 018,606,060 0.0.0.6.00]
(6,015.015.015.016,016.016,016.016,016.0.6.0;
(©10.010.010.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0]
0000000000000
(€10 010,010 0 0.0 0.0 010 0.0.0.0.0.0

OCOO0O00O0O0O0O0000
(010 010.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0]
COOO0O0O0O000

OOO0000000
COQOQOOO0
00000000

CQCO0QOCOCO000Q0

lololelole 010 0 0.0 0 0 000,
lolololelo 010 0l0 00 0 0]
100.01010.010.0.0.0.0 0]
lololelel0 010 o]0 00/
jololelole 010 0 0 0]
Q0QQ0QQOQ0
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A2.9:
«  Ubersicht tiber die Anzahl der ungeraden Teiler firn =3, 4, ..., 100
n ungerade Teiler (> 1) Anzahl n ungerade Teiler (> 1) Anzahl
3 3 1 52 | 13 1
4 0 53 | 53 1
5 5 1 54 3 9 27 3
6 3 1 55 5 11 | 55 3
7 7 1 56 7 1
8 0 57 3 19 | 57 3
9 3 9 2 58 | 29 1
10 5 1 59 | 59 1
11 | 11 1 60 3 5 15 3
12 3 1 61 | 61 1
13 | 13 1 62 | 31 1
14 7 1 63 3 7 9 21 | 63 5
15 3 5 15 3 64 0
16 0 65 5 13 | 65 3
17 | 17 1 66 3 11 | 33 3
18 3 9 2 67 | 67 1
19 | 19 1 68 | 17 1
20 5 1 69 3 23 | 69 3
21 3 7 21 3 70 5 7 35 3
22 | 11 1 71 | 71 1
23 | 23 1 72 3 9 2
24 3 1 73 | 73 1
25 5 25 2 74 | 37 1
26 | 13 1 75 3 5 15 | 25 | 75 5
27 3 9 27 3 76 | 19 1
28 7 1 77 7 11 | 77 3
29 | 29 1 78 3 13 | 39 3
30 3 5 15 3 79 | 79 1
31 | 31 1 80 5 1
32 0 81 3 9 27 | 81 4
33 3 11 | 33 3 82 | 41 1
34 | 17 1 83 | 83 1
35 5 7 35 3 84 3 7 21 3
36 3 9 2 85 5 17 | 85 3
37 | 37 1 86 | 43 1
38 | 19 1 87 3 29 | 87 3
39 3 13 | 39 3 88 | 11 1
40 5 1 89 | 89 1
41 | 41 1 90 3 5 9 15 | 45 5
42 3 7 21 3 91 7 13 | 91 3
43 | 43 1 92 | 23 1
44 | 11 1 93 3 31 | 93 3
45 3 5 9 15 | 45 5 94 | 47 1
46 | 23 1 95 5 19 | 95 3
47 | 47 1 96 3 1
48 3 1 97 | 97 1
49 7 49 2 98 7 49 2
50 5 25 2 99 3 9 11 | 33 | 99 5
51 3 17 | 51 3 100 | 5 25 2
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zZu A 2.10:

e 2016 hat fuinf ungerade Teiler: 3, 7, 9, 21, 63.
Hieraus ergeben sich die funf Summendarstellungen:
2016 =671 + 672 + 673
=285+ 286 + 287 + 288 + 289 + 290 + 291
=220+ 221 + 222 + 223 + 224 + 225 + 226 + 227 + 228
=86+87+...+95+96+97 + ... +106
=1+2+...+32+33+...+64

* 2017 ist eine Primzahl, hat also nur 1 Teiler,

e 2018=2-1009 hat nur einen ungeraden Teiler (2009 ist Primzahl),

e 2019=3-673 hat drei ungerade Teiler,

e 2020=22-5-101 hatdrei ungerade Teiler,

e 2021=43-47 hat drei ungerade Teiler,

e 2022=2-3-337 hatdreiungerade Teiler,

e 2023=7-172 hat fiinf ungerade Teiler,

e 2024 =23-11-23 hatdrei ungerade Teiler.

e 2025=3":52 hat vierzehn ungerade Teiler.
Zu A 2.11:
1+2+3+4+5
1+2+3+4
1+2+3
1+2
52
1 32 42
22
12

Die Rechteckfigur mit der Breite 1 + 2 + 3+ 4 + 5 und der H6he 1 + 5 setzt sich zusammen aus den
Quadraten mit den Flacheninhalten 12, 22, 32, 42 und 52 sowie den Rechteckstreifen der Hohe 1 mit den
Flacheninhalten1-1,1-(1+2),1-(1+2+3)1-(1+2+3+4)und1-(1+2+3+4+5).

Es gilt also:
(12+22+ 32+ 42+ 52) + (1) + (1+2) + (1+2+3) + (1+2+3+4) + (1+2+3+4+5) = (1+2+3+4+5) - 6

Ersetzt man die auf der linken Seite in Klammern stehenden Summen von natirlichen Zahlen jeweils durch
den o. a. Summenterm, also

1=%-124+%-1,142=%-22+%-2;1+2+3=%-3FP+%-3;1+2+3+4=Y%-42+Y% -4
1+2+3+4+5=%.52+%.5

S0 ergibt sich:

(12+22+32+42+52) + (Y- 12+% - 1)+ (- 22+ % - 2)+ (Yo R2+% - 3) + (Y- 42+ Y- 4)
+(% 52+%-5)=(1+2+3+4+5).6

Nach Auflésen der Klammern und Umordnen folgt hieraus:
(12+22+32+42+5) +% - (12+22+32+42+5)+% . (1+2+3+4+5)=(1+2+3+4+5)-6

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 13/ 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

und weiter

- (12+22+32+42+5)=",. (1+2+3+4+5)

Auflésen nach der Summe der Quadratzahlen ergibt dann
12+22+3+42+52=",. (1+2+3+4+5)

und nach Ersetzen des Summenterms fur die ersten 5 nattrlichen Zahlen

12+22+32+42+52=",. 1. (52+5) =55

ZUu A2.12:

Fir die Summe der ersten n Quadratzahlen gilt: 12 + 22 +32 +__ +n?2 = % [h [n +1) [{2n +1)

Fur die Summe der ersten n geraden Quadratzahlen folgt hieraus:
22+42+6%+..+(2n)* =22 [(1* +2° +3% +...+n?) :gﬁh [n+1)[{2n +1)
Dabher gilt fir die Summe der ersten n ungeraden Quadratzahlen:

P+3%+.+(2n-1)7° =[ +2° +..+(2n)*] -[2* +4°...+(2n)*] = é [2n [{2n +1) [{4n +1)—§Dh Qn+1){2n+1)

:%DhQZn +1)J4n+1-2n-2] :%DhEQZn +D[{2n-1).

e Hinweis: Wunderbare geometrische Veranschaulichungen findet man unter:
http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/S/Summe_unger_Quadratzahlen/Summe_unger_Quadratzahlen.htm
http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/S/Summe_unger_Quadratzahlen2/Summe_unger_Quadratzahlen2.htm

http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/S/Summe_unger_Quadratzahlen3/Summe_unger_Quadratzahlen3.htm

zZu A 2.13:

Da die Summe von zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen eine ungerade Zabhl ist, lasst sie sich nach
dem Satz von Sylvester stets auch als Summe aufeinanderfolgender natirlicher Zahlen darstellen.

Beispiele fir Summen von aufeinanderfolgenden Quadratzahlen:

12+22=5=2+3;

22+3P=13=6+7,

332+42=25=52=12+13=3+4+5+6+7;

42+52=41=20+21; 52+6%=61=230+ 31,
62+72=85=5-17=42+43=15+16+17+18+19=4+5+6+7+8+9+10+11+12+13; ...

Bei einigen dieser Beispiele gibt es offensichtlich mehrere Méglichkeiten der Darstellung. Da aber unter den
Beispielen auch Primzahlen sind, die nur einen ungeraden Teiler besitzen (namlich sich selbst), fur es also
nur eine Mdglichkeit der Summendarstellung gibt, bleibt fir alle Summen von zwei aufeinanderfolgenden
Quadratzahlen nur eine gemeinsame Mdglichkeit der Darstellung, ndmlich als Summe von zwei
aufeinanderfolgenden Zahlen:

N2+ (n+1)2=n2+n2+2n+1=(M2+n)+(M2+n+1)=[n-(n+l)]+[n-(n+l) + 1]

zu A 2.14:

In jedem der Dreiecke der linken Seite ist 1-mal die 1 enthalten, 2-mal die 2, 3-mal die 3, 4-mal die 4,
5-mal die 5, 6-mal die 6 und 7-mal die 7; die Summe aller Felder eines Dreiecks ergibt also
12+22+32+42+52+ 62+ 72,
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Im Summendreieck rechts steht in jedem Feld die Summe 2 - 7 + 1 = 15.

Daher folgt: 3+ (12+ 22+ 32+ 42+ 52+ 62+ 72)= (L +2+3+4+5+6+7) - (2 7+ 1) = 420,
also 12 + 22+ 32 + 42 + 52 + 62 + 72 = 140.

Allgemein gilt:
3-(12+22+32+...+n9)=(1+2+3+...+n)-(2n + 1) und hieraus folgt wegen

1+2+3+...+n=%-n-(n+1)die Behauptung.

zu A 2.15:
Die ,nachsten” Gleichungen, fir welche die besondere Summendarstellung gilt, lauten:

— Die Summe der ersten 32 ungeraden Kubikzahlen ist die Summe von elf aufeinanderfolgenden
Zweierpotenzen (beginnend mit dem Exponenten 10):
P+3°+..+63°=2"+2"+..,+2%* =1111111111100000000005.

— Die Summe der ersten 64 ungeraden Kubikzahlen ist die Summe von 13 aufeinanderfolgenden
Zweierpotenzen (beginnend mit dem Exponenten 12):
P+3%+..+127° =22 +2" + . +2* =11111111111110000000000005.

Eine Formel zur Berechnung der Summe der ersten n ungeraden Kubikzahlen ergibt sich aus Formel 2.5:
22 +4°+6°+..+(2n)* =22 1 +2° +3° +...+n%)=2° n +1)°
Dabher gilt fir die Summe der ersten n ungeraden Kubikzahlen:

LP+3+.+2n-1° =[F +2° +..+(2n)°] - [2° + 4°... +(2n)°] :%EQZn)2 [(2n +1)* -2 [h? [{n +1)?

=n’q2n+1)°-2M*Qn+1)*=n’{4n*+4n+1-2n*-4n-2)=n’*[2n* -1) =2n* -n?,

also: 1 +3%+..+(2n-1)°%=2n" -n?.

Fur den Fall, dass es sich bei der ungeraden Zahl 2n — 1 um den Vorgéanger einer Zweierpotenz handelt,
alsoum?2-2-1=3,2.22-1=7,2-23-1=15,2-2'-1=31 usw,

kann man diese Beziehung auch wie folgt notieren

P+3%+. +(2@2 -1)° =2[02%)* - (2")? = 2% - 2%,

Zweierpotenzen haben die besondere Eigenschaft, dass sie jeweils um 1 gréRer sind als die Summe aller

Zweierpotenzen mit kleinerem Exponenten: 1+2+22 +2% +... +2" 1 =2" -1,

4k+1

Daher kann man 2™ notieren als (1+ 2+224+2% + ... +2‘”‘)+1 und 2% als (1+2 +22 428+ + 22k‘1)+1,

also 13 +33 +..+(2[2k _1)3 :24k+l_22k :22k +22k+1+“.+24k.

zu A 2.16:
Weitere Beispiele fliir Summen von aufeinanderfolgenden Kubikzahlen:

43+53=189=33-7=94+95=62+63 +64=24+25+26+27+28+29+30
17+18+19+20+21 +22+23+24+25=...(Zerlegung in 2, 3, 7, 9, 21, 27 oder 63 Summanden);

53+68=341=11-31=170+171=26+27+28+29+30+31+32+33+34+35+36=...
(Zerlegung in 2, 11 oder 31 Summanden);

63+ 73=559 =13 . 43 = ... (Zerlegung in 2, 13 oder 43 Summanden)

Aus den Beispielen ergibt sich die Vermutung, dass es zwei gemeinsame Mdglichkeiten der
Summendarstellung gibt:
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» Darstellung als Summe von zwei aufeinanderfolgenden nattrlichen Zahlen:

NP+ M+l)*=nd+N¥+3n2+3n+1)=[n3+%.

Hinweis: n - (n+1) ist eine gerade Zahl, daher ist die Halfte davon ganzzabhlig.

3:-n-(n+l)]+[n¥+%-3-n-(n+l) + 1]

» Darstellung als Summe von 2n + 1 aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen: Die Summe der
Kubikzahlen n3 + (n+1)3 ist durch 2n + 1 teilbar; der Quotient ist n2+ n + 1, d. h., der mittlere der
2n + 1 Summanden ist n2 + n + 1, die Summe lautet demnach: (n2 + 1) + (n2+ 2) + ... + (N2 + 2n + 1),
alsond+ (n+1P=(N2+ 1)+ (n2+2) + ... + (n + 1)2

13+423=2+3+4

@)
@O
o 1o,
O] 1@

23+3=5+6+7+8+9

Q000000000
00000000000
Q00000000000
0000000000000
9100010101000 01010 0.0

Hinweis: Eine rAumliche Veranschaulichung dieser Zerlegung findet man in
Roger B. Nelsen: Proofs without Words Il, MAA, 2000, S. 94.

ZUA2.17:

0000000000000 00
Q000000000000 00

F+43=10+11+12+13+14+15+ 16

@)

Fur drei benachbarte Winkelhaken gilt: Eine ungerade Quadratzahl, die Summe von drei benachbarten
ungeraden Zahlen ist, muss durch 3 teilbar sein (da die erste der drei Zahlen um 2 kleiner ist als die mittlere
Zahl und die dritte um 2 gréRer). Daher ergibt sich

92=81 =25 + 27 + 29 = (12 + 13) + (13 + 14) + (14 + 15)

als Gesamtzahl der blauen Steine in den drei Winkelhaken und 122 als Anzahl der roten Steine und 152 als
Gesamtzahl der roten und blauen Steine, vgl. Abbildung in der Aufgabenstellung.

Hier die ersten Zahlentripel des Typs mit drei Winkelhaken:

n | a,=3: (2n+1) 9. (2n +1)2 =36n2+ 36n + 9 b,=6n-(n+1) | c,=6n-(n+1)+3
1 9 81=(12 +13) + (13 +14) + (14 + 15) 12 15
2 15 225 = (36 + 37) + (37 + 38) + (38 + 39) 36 39
3 21 441 = (72 + 73) + (73 + 74) + (74 + 75) 72 75
4 27 729 = (120 + 121) + (121 + 122) + (122 + 123) 120 123
5 33 180 183

Die zu den Figuren mit drei Winkelhaken gehdrenden Zahlentripel erhalt man durch Verdreifachen der

Zahlentripel, die man aus den Figuren mit einem Winkelhaken kennt:

a,=2n+1;b,=3-(2n+1)3c,=2n-(n+1)+1
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Kap. 3

zu A 3.1:

Spieler 1 gewinnt nach Spielregel 1, wenn die Anzahl der Quadrate, die eingezeichnet werden kénnen,
gerade ist; er gewinnt nach Spielregel 2, wenn die Anzahl der Quadrattypen (also der Quadrate mit
unterschiedlicher Grof3e) eine gerade Zahl ist.

Die folgende Tabelle enthalt eine Ubersicht (die man entsprechend fortsetzen kann), wie dieax b -
Rechtecke (also der Breite a und der Hohe b) in mdglichst groRe Quadrate zerlegt werden kénnen.

Den verschiedenen unterlegten Farben kann man entnehmen, welcher Spieler das Spiel nach Spielregel 1
oder 2 gewinnt:

Spieler 1 gewinnt nach Spielregel 1 und nach Spielregel 2.

Spieler 1 gewinnt nach Spielregel 1 und verliert nach Spielregel 2.

Spieler 1 verliert nach Spielregel 1 und gewinnt nach Spielregel 2.

Spieler 1 verliert nach Spielregel 1 und nach Spielregel 2.

b a- |1 2 3 4 5 6
1 1-12
2 2-12 | 1-22
3 3:12 [1-22+2-12 |1-32
4 4-12 | 2-22 1-32+3-12 1-42
5 5-12 | 2-22+1-12 |[1-32+1-22+2-12 1-42+4-12 | 1-52
6 6-12 | 3-22 2-32 1-4242-22 | 1-52+5-12 | 1-62
ZUA3.2
10 1 13 1 11 1
1) —=3+==[3;3 2) == =3+=-=[3;4 3 —==2+==[2;5
O 3[]()4 4[]()5 5[]
@ =242 =242 =242 =215
6 6 6 141
5 5
(5)E=2+g=2+%=2+ 1 =[2;3,2]
7 7 7 341
2
(6)£:2+§=2+i:2+ 1 =2+ 1 :2+;:[2;2'l2]
8 8 8 2 1 1
— 2+ — 2+§ 2+ 1
3 3 3 141
2
zu A 3.3:
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1 1
[B;a,,a,,a]=a, + =a, +
1 a, [&, [A; +a, +a,
a +
a +i a'2|}'3+1
2
a,

_a'O |}'l|}'2 |}'34_&0 |}'l-'-a'o mf} +a2 |}'34-1
allja? |]i3 +a1+a3

zu A 3.4:

Wenn beispielsweise im Kettenbruch-Term [ ay ; a; , a, , az] fur a3 gilt: a; = 1, dann ist der letzte gemischte

1

Bruch im Kettenbruch gleich a, +—, also a, + 1, d. h,, der letzte gemischte Bruch enthalt gar keinen
3

Bruch, sondern ist eine natlrliche Zabhl.

Esgiltalso: [ap;a;, as, ---; @n1, 1] =[a0; a1, 82, ..., @n1+ 1]

zu A 3.5:
1+;1:1+%:1+ 14 :1+3—]&):1+E:£
2+ 1 2+ L L4 30 30 30
341 13 13 13
4 4
zu A 3.6:

Zerlegung eines 3x5-, eines 2x3- sowie eines 1x2-Rechtecks mit Viertelkreis-Spirale

zu A 3.7:
Mithilfe von (3.1) ergibt sich:

1
02 n]_1E2Dh+1+n_3n+l_3+n 3
2+l 2n+l ,, 1 2

n

das Verhéltnis der Seitenldngen des Rechtecks geht gegen 1,5 — die Seitenlangen der Rechtecke nahern
sich immer mehr dem Verhaltnis 3 : 2.

Mithilfe von (3.2) ergibt sich:

2

1,2 n]_lELE?_Dh+1EL+1Dh+ZDh+1_5n+2_5+n 5

Y 12 +1+n 3n+1 3+1 3
2
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zu A 3.8:

Quotient der 5 8 —= 13 21 34

Seiteniangen | 5 =25 | =26 | =26 5 = 2625 T3 - 261538...
Zerlegung [2;2] [2;1,2] [2;1,1,2] [2;1,1,1,2] [2;1,1,1,1,2]

Diese Quotientenfolge durchlauft die gleichen Werte wie die Quotientenfolge von aufeinanderfolgenden
Fibonacci-Zahlen, vermehrt um 1, wie man allgemein wie folgt nachweisen kann:

fn+1 = fn +fn—l - fn +1
f f f

n-1 n-1 n-1

zu A 3.9:

sl

a+b b

a+b b

Der erste Quotient beschreibt ein Rechteck mit den Seiten a und b (das Rechteck zum Kettenbruch [1; 2] ist
griin gefarbt). Dieses Rechteck wird beim Ubergang zum Kettenbruch [1; 2, 2] ergénzt um ein Quadrat mit
Seitenlange b und um ein Quadrat mit Seitenlange a + b, sodass ein Rechteck mit den Seitenlangen

(a+b) + bund a + b entsteht.

Dies gilt auch fiir die nachsten Schritte, vgl. Abbildung links.

zu A 3.10:
Quotientder | 5  — 19 — 71  —
Seitenlangen | 3 =16 11 =172 1 =173170
Zerlegung [1;2,2]] [1;1,2,1,2] [1;1,2,1,2,1,2]
Kettenbruch 1+ 1 1+ 1 1+ 1
1 1
1+ = 1+——— 1+
1 1
2+ 2+ ————
1 1
1+= 1+
1+—
2
Bei dieser Folge von Quotienten wachsen die Werte immer langsamer an und streben gegen einen
Grenzwert:
) : a o ) : +3b
Setzt man flr den ersten Quotienten B dann gilt fir den nachsten Quotienten D
a+

Fur den Grenzwert gilt daher:
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g:2a+3b
b a+2b

= alfla+2b)=(2a+3b)[ = a2+2ab=2ab+3I? = a2=I? = (

a 2
_j :3
b

Der Grenzwert der Folge ist also gleich [1;1,_2] = \/1_3 . Die Rechtecke dieser Folge konvergieren gegen ein

Rechteck mit dem Seitenverhéltnis \/L_’»: 1.

zu A 3.11:
Quotient der 3 _ 7 _ 17 _ — | 41 _ 99
Seitenlngen 5715 5714 | 5 F1416 | 0 =14187.. | —0=1414285..
Abweichung von J2 | +0,085786 | -0,014214 | +0,002453 -0,000421 +0,000072
Quotient der 5 .= 19 71 265 989
A —=16 —Z=172 | ===173170| £== =1732026... | === =1732049...
Seitenlangen e BRI It 153 ° 571
Abweichung von | -0,065384 | -0,004778 -0,000343 -0,00025 -0,000002
V3
zu A 3.12:
ozelfoon)a bE AR, 2
\/5 + 2) 2+ \/_ oy 2
2+4/6
=2+ L =2+ 1
1 1
2+ 2+ 1
2++/6 2+2+ i
2+
2+4/6

=2+ - =[2:2,4]

2+

1
4+
1
2+ 1
2+2+
2+ 1
2+./6
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7-2)7 +2) 3 1 1
ﬁ:2+ﬁ—2 :2+(\/_, \ =2+ =2+ =24 —
(7-2 W7 +2) 247 T 247 T V71
3 3
=2+ 16 =2+ 11 =2+ 11 =2+ 11
1+Hf—) 1+\/—7 1+T 1+—6
307 +1 7+1 1+ 7-1 1+
2 2 2E6ﬁ+1)
=2+ 11 =2+ 11 =2+ 11
1+ 1 1+ 1 1+ 1
1+ 1+ 1+
J7+1 1+ﬁ—2 1+ 1
3 3 2++7
=2+ 11 =..=[2;1,1,1,4]
1+ 1
1+ 1
1+ 1
2+2+ 1
1+ 1
1+
1+ !
2+47
zu A 3.13:

1
Betrachtet man beispielsweise den Kettenbruch [a; b], also a +B, dann ist der Kehrwert davon gleich

1

1
a+-
b

+
0 1

a+-—
b

, also [0; a,

b].

Allgemein sind also [0; a3, ay, as, -.., a,] und [as; ay, as, ..., a,] Kehrwerte voneinander.

zu A 3.14:

Nach den Anfangswerten 4/1 = [4;] und 9/4 = [2; 4] sowie 16/9 = [1; 1, 3, 2] tritt eine RegelmaRigkeit auf:

25/16 =[1;1, 1, 3, 2]
49/36 =[1; 2, 1, 3, 3]
81/64 =[1; 3,1, 3, 4]
121/100 = [1; 4, 1, 3, 5]
169/144 = [1; 5, 1, 3, 6]

allgemein:

(2n+1)3(2n)2=[1;n-1,1, 3,n]

36/25=[1; 2, 3, 1, 2]
64/49 = [1; 3, 3, 1, 3]
100/81 =[1; 4, 3, 1, 4]
144/121 = [1; 5, 3, 1, 5]
196/169 = [1; 6, 3, 1, 6]

(2n)3(2n-1)2=[1;n-1,3,1, n-1]
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Kap. 4

ZUAA4.1:

» 3 mdgliche Kombinationen auch fur den Flacheninhalt 141t

I+ 13m= 3m+ 11m= 57+ 9= 141

e 4 mogliche Kombinationen fiir den Flacheninhalt 16mtund 181t

Imt+ 157= 3m+ 13m= 51+ 11m= 71+ 91t = 167

Imt+ 177t=3m+ 15m= 51+ 131m= 71+ 11m= 18m

* 5 mdgliche Kombinationen fiir den Flacheninhalt 20Ttund 221

Imt+ 19m= 3m+ 171t= 57+ 151 = 71+ 13m= 91+ 11m= 207

Irt+ 21m= 3m+ 191= 57+ 17m= 711+ 151= 91+ 131 = 221

allgemein:

e n mogliche Kombinationen fiir den Flacheninhalt 4n - tund (4n + 2) - 1T
Im+(@4n-1)-m 3+ @4n-3) - 5M+(4n-5) 1 ..., 2n-1) -+ (2n+ 1) - 1t
Im+@4n+1) - m3n+(@4n-1) - 5m+(4n-3) 1 ..., 2n-1) - t+ (2n+ 3) - 1T

Zzu A4.2:

Die folgende Tabelle enthalt alle mdglichen Kombinationen von drei ungeraden Summanden bis zur
maximalen Summe 39: links stehen die Summen aus zwei Summanden, oben die hinzukommenden dritten
Summanden.

Demnach gibt es

1 Méglichkeit fir die Summe 91t aus drei Kreisringen (namlich 11+ 311+ 511),

1 Méglichkeit fir die Summe 111 2 Méglichkeiten fir die Summe 131
3 Mdglichkeiten fir die Summe 151 4 Moglichkeiten fur die Summe 171t
5 Mdglichkeiten fir die Summe 191t 7 Méglichkeiten fir die Summe 211t
8 Mdglichkeiten fur die Summe 231t 10 Mdoglichkeiten fur die Summe 251
12 Mdoglichkeiten fur die Summe 271 14 Mdoglichkeiten fur die Summe 291t
16 Mdoglichkeiten fur die Summe 311 19 Mdoglichkeiten fur die Summe 331
21 Moglichkeiten fir die Summe 351 24 Moglichkeiten fir die Summe 371

27 Moglichkeiten fur die Summe 391
aus drei ungeraden Summanden.

Die website https://oeis.org/ kann dabei helfen, die nachsten Glieder der Folge zu finden.
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S N7 IOR BTN 1 S 1 S8 N78 RTON R248 F238 F258 B278 F29 8 E31N R33W K3 5
1+3 9 | 11|13 (15|17 |19 |21 |23 |25|27 |29 |31|33|35]|37]|39
B35 X [ 13|15 |17 | 19|21 |23 |25 |27 |29 |31 |33 |35|37]|39
1+7 X | X |17 ]119]21 |23 |25 |27 |29 |31 |33 35|37 39
1458 X | X | x |21]23|25|27 |29 |31 (33|35|37 39
1+11 X | x| x| x |25]|27|29 |31 |33|35|37|39
i =) X e (e e Bna || 29 | 31 | 33 | 35 | .37 | 39
1+15 X | x [ x | x| x | x |83|35|37]|39
a1 x| [ ox e e | x| o2 | 37 | 39
3+5 x [ 15|17 19|21 |23 |25|27|29|31|33|35|37 39
3+7 X x| 19|21 |23 |25 |27 |29 3133|3537 |39
3+9 X | x | x |[23|25|27 |29 |31 |33|35|37]39
3+ 11 X | x| x| x |27]|29|31|33|35|37 |39
23 X IR x| 31 | 83 | 35 | 37 | 39
i 1E) X | X | x| x| x| x |35]37)39

Shen 4l X [ox e x| x| x| 39
5 E0 X | X |21]23|25|27 |29 |31 3383|3537 39
549 X | X | x [25]27 |29 |31 |33 |35|37 |39
5+ 11 X x| 29) | 31 |33 |35 | 87 | 39
9 48 % x| (hee | 33 |35 | 37 | 39
S il X X | x X X x | 37|39
7+9 xO W@ (B | 27 | 29| 31 | 33 | 35 | 37 | 39
7+ 11 X e Px x| 31 | 33 |35 |37 | 39
7+13 x| Bl el 35 | 37 | 39

7+15 o (W o [Foaa e B 39
9+ 11 X | x | x| x |[33]|35]|37|39
9 +13 x | x [ x [ x| x | 37|39
AEENS x | x [ x | x | x |39

Eine andere Methode, die Anzahl der Kombinationen zu finden, kdnnte mithilfe einer Tabellenkalkulation wie
folgt durchgefiihrt werden:

Zunachst stellt man die Folge der natirlichen Zahlen als Dualzahlen dar; von diesen interessieren diejenigen
mit der Quersumme 3. Man betrachtet dann alle Vektoren, dessen Komponenten aus 3 Einsen und
ansonsten aus Nullen bestehen. Dann bildet man das Skalarprodukt mit dem Vektor (1, 3,5, 7, 9, ...).

Die ziffern der Dualzahlen notiert man in umgekehrter Reihenfolge.

Auf diese Weise erhalt man im Prinzip alle Summen mit drei ungeraden Summanden.
Beispiele:

710 =2111: (11,1)*(1,3,5 =9

11;0=,1011: (1,1,0,1)*(1,3,5,7)=11

13,0=,1101: (1,0,1,1)*(1,3,5,7)=13

14,0 =,1110: (0,1,1,1)*(1,3,5,7)=15

19,0 =,10011: (1,1,0,0,1)* (1, 3,5,7,9) =13

21,,=,10101: (1,0,1,0,1)*(1,3,5,7,9) =15

usw.

Anschliel3end zahlt man, wie oft auf diese Weise die Summen 9, 11, 13, ... zustandekommen.

Erheblich anschaulicher und einfacher umzusetzen ist allerdings die folgende graphische Methode:
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1+3+5=9
Uberstand rechts:
0 Steine (0 +0 +0)

O Q00
000 000
00000 ©OO

1+3+7=11
Uberstand rechts:
1 Stein

o
000
0000000

000
Q00O
Q00
o

1+3+9=13
Uberstand rechts:
2 Steine (0 +0 + 2)

O
Q00O

000000000

QOO0 0
QOO
Q00

OO

1+5+7=13
Uberstand rechts:
2 Steine (0 +1+1)

O
00000
0000000

O
O
O
QO

1+3+11=15
Uberstand rechts: 8
3 Steine (0 +0 + 3) O
O 000
00O 00O
Q0000000000 POOIOOO
ZE +5+9=15 O
Uberstand rechts:
3 Steine (0+1+2) O 880
0000 OI010]@)
Q00000000 1OOOO0O
C.%- +5+7=15 O O O
st rts @00 [000®
00000 0l010)@.
000000 10000
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Die ungerade Anzahl an Steinen wird nicht symmetrisch tibereinander angeordnet (wie links dargestellt),
sondern als Winkelhaken, wobei die Symmetrieachse in der Diagonale des Quadrats der Seitenlange 3 liegt.

Die Gesamtzahl der Steine kann an den rechts Uberstehenden Steinen abgelesen werden:

Gesamtzahl = Steine im Quadrat + Uberstand oben + Uberstand rechts
=9+ 2 - Uberstand rechts

Wenn also z. B. 5 Steine rechts iberstehen, bedeutet dies, dass die Summe 9 + 2 - 5 = 19 dargestellt ist.

Wenn man wissen will, auf wie viele Arten bestimmte Summen zustande kommen, muss man nur tberlegen,
auf wie viele Arten ein bestimmter Uberstand mdglich ist. Die drei Summanden sind der Gré3e nach
aufsteigend geordnet, beginnend bei O:

Summe | Uberstand | Kombinationen

9 0 0+0+0

11 1 0+0+1

13 2 0+0+2,0+1+1

15 3 0+0+3,0+1+2,1+1+1

17 4 0+0+4,0+1+3,0+2+2,1+1+2

19 5 0+0+50+1+4,0+2+3,1+1+3,1+2+2
ZUA4.3:

Durch systematisches Probieren findet man:

1 Méglichkeit fir die Summe 1671t 111+ 31+ 511+ 771

1 Méglichkeit fir die Summe 187t 111+ 31+ 511+ 911

2 Moglichkeiten fir die Summe 201t 111+ 310+ 510+ 117, 171+ 370+ 771+ 9711

3 Moglichkeiten fir die Summe 221t 111+ 310+ 511+ 13711 170+ 370+ 770+ 1170, 171+ 570+ 771+ 9711

5 Mdglichkeiten fir die Summe 241t
1+ 31+ 511+ 157 I+ 3+ 7711+ 137, A+ 31t + 91+ 1471 I+ 571+ 710+ 117 311+ 511+ 771+ 97N,

6 Moglichkeiten fir die Summe 261T
1mt+ 3+ 5+ 171 I+ 3+ 7710+ 157, A+ 31+ 91+ 1371 It+ 571+ 710+ 1371 11t + 510+ 91t + 11T,
3+ 5+ 7+ 111

9 Mdglichkeiten fur die Summe 281t
1+ 3+ 51+ 1971 1+ 3+ 71+ 1771 1mt+ 3+ 91+ 157 1+ 3+ 111+ 131, 1mt+ 511+ 711+ 157,
1+ 51+ 9+ 131 Imt+ 71+ 91+ 117 31+ 51+ 710+ 1371 31+ 511+ 911+ 11T

11 Mdoglichkeiten fur die Summe 307t

I+ 3+ 51+ 211, I+ 3+ 710+ 191, A+ 31+ 91+ 1771 A+ 31+ 111+ 157, 1+ 511+ 711+ 17711,
I+ 51+ 9+ 151, I+ 5+ 11+ 131, I+ 710+ 91+ 131, 311+ 511+ 710+ 15711 311+ 5T+ 911+ 13T,
3+ 71+ 9+ 111

USW.
Man kann auch so ansetzen:

Aus den 4 Zahlen 11, 31, 511, 71tkann man auf eine Art eine Summe mit 4 Summanden bilden:
1mt+ 31+ 511+ 711= 16TL
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5
Aus den 5 Zahlen 1m, 31, 5, 711, 9tkann man auf [4} =5 Arten eine Summe mit 4 Summanden bilden,

also kommen noch 4 weitere Moglichkeiten im Vergleich zu oben hinzu:
Im+ 3+ 51+ 9= 1871, 1+ 311+ 710+ 911= 207, 1710+ 570+ 770+ 910 = 227, 310+ ST+ 770+ 911 = 241U

6
Aus den 6 Zahlen 11t 31, 511, 71, 911, 111tkann man auf (4] =15 Arten eine Summe mit 4 Summanden

bilden, also kommen noch 10 weitere Mdglichkeiten im Vergleich zu oben hinzu (néamlich alle Summen, in
denen 11lmals Summand vorkommt), das sind also alle Mdglichkeiten mit drei Summanden, fir welche die

5
Zahlen 1, 31, 51, 711 9minfrage kommen, das sind (3] =10 :

Imt+ 31+ 51+ 111t= 201, Im+ 31+ 71+ 111m= 221 1t+ 31+ 91+ 111t= 11+ 51+ 711+ 111m= 24711
Imt+ 51+ 91t + 11mt= 31+ 51+ 710+ 111m= 26711 1+ 771+ 911+ 11711= 3711+ 571+ 911+ 11711= 28T,
3+ 710+ 911+ 111t= 3071 511+ 7710+ 9711+ 11711= 3271

7
Aus den 7 Zahlen 1t 31, 51, 711, 911, 11711, 131mkann man auf (4} = 35 Arten eine Summe mit 4

Summanden bilden, also kommen noch 10 weitere Mdglichkeiten im Vergleich zu oben hinzu (namlich alle
Summen, in denen 11mals Summand vorkommt), das sind also alle Méglichkeiten mit drei Summanden, fir

5
welche die Zahlen 1, 3, 511, 711 9mtinfrage kommen, das sind (3j =10 :

1rt+ 31+ 51+ 111t= 201, 1m+ 31+ 71+ 111m= 2210 1+ 31+ 91+ 111t= 11+ 51+ 71+ 111m= 24711
Imt+ 51+ 91t + 11mt= 37+ 51+ 71+ 111m= 26711 1+ 771+ 911+ 11711= 3711+ 571+ 911+ 1111= 28T,
3+ 710+ 911+ 1171t= 30711 5711+ 710+ 9711+ 11711= 3271

usw.

Eine andere Mdglichkeit ist, die Anzahl der Méglichkeiten mithilfe von Dualzahlen mit Quersumme 4 zu
bestimmen (vgl. A 4.2).

Oder man wahlt die oben beschriebene graphische Methode, bei der man den Uberstand zu einem Quadrat
mit 16 Steinen untersuchen muss ... (wie in der Abbildung, dargestelltist 1 +5 + 7 + 11).

O
O0000O
0000000
OO0O00O0000000O

zu A4.4:

Wenn beide Flachen gleich groR3 sind, dann ist die innen liegende Kreisflache halb so grof3 wie die gesamte
Kreisflache. Fir die Radien der beiden Kreislinien gilt dann, dass rygen = \/E lnnen, denn flr die Flachen gilt:
griin + hellblau = 1t- rauren2 = 2 * (TT Finnen?) = 2 - hellblau. Da x/E keine rationale Zahl ist, also nicht als Bruch
zweier naturlicher Zahlen dargestellt werden kann, gibt es keine geeigneten Kreisringe mit der Breite 1 LE.
Entsprechendes gilt fir die zweite Figur, bei der die Gleichung raygen = \/g linnen €rfullt sein misste.

AulRerdem musste gelten: ryige = \/E Finnen

Bei der dritten Figur gilt zwar, dass der Radius des auf3eren Kreises doppelt so grof3 ist wie der des blau
gefarbten Kreises innen (die rot gefarbte Kreisflache ist halb so gro3 wie die gesamte Kreisflache), aber es

musste aul3erdem gelten: I'zweiter Kreis von innen = V 2 * Tinnen und aul3erdem Idritter Kreis von innen = "V 3 " Tinnen
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zu A4.5:

In den abgebildeten Figuren sind die inneren 5 Kreisringe hellblau geféarbt; sie haben zusammen einen
Flacheninhalt von 52 = 25 FE. Insgesamt umfasst die Figur 7 Kreisringe mit dem Flacheninhalt 72 = 49 FE,
d. h., die griinen Kreisringe haben einen Flacheninhalt von 72 — 52 = 24 FE.

, 72 (7Y 7 o )
Es gilt also g = g = 2. Der Bruch g ist also ein Naherungswert flr \/E Aus der

a
Kettenbruchentwicklung von x/E (vgl. Kap. 3) ergibt sich, dass man aus dem Bruch B jeweils bessere

7 17 41
Néherungen mithilfe von erhalt, also aus g entsprechend E und weiter 2—9

a+

ZUA4.6:

5 19 71
Aus der Kettenbruchentwicklung von \/§ ergeben sich als erste Naherungsbriiche: 5 E E. d. h., die
Kreisflachen stehen im Verhaltnis: 251 zu 91, 3611zU 1211, 504111 ZU 1681TT.

zZzuA4.7.

Dadurch, dass der Mittelpunkt der Kreise jeweils verschoben ist, nimmt die Mdglichkeit ab, die Radien
miteinander zu vergleichen.

zu A 4.8:
(1) Abgebildet sind Kreisringe mitr =1 und r = 2, also Agep = 111uNd Agrin = Aneliblau = Aplau = (3TD/3 = 1Tt

Es kdnnte auch sein, dass Vielfache der Radien fiir die Abbildung verwendet wurden,
hieralso z. B.r =2 und r = 4: Agep = (1 + 3) - 1= 41tund Agrin = Aneliblau = Aplau = (BTT+ 7T0/3 = (121)/3 = 4™

Entsprechendes gilt auch fur die folgenden Abbildungen.

(2) Apink = 11T Apjawviolert = (5T9/5 = 1Tt

(B) At =11 Argsa = (TT)/7 =1 11

(4) Ageib = 110+ 311= 4TG Apeiiplau = (7T1+ 91)/4 = 411

() Avosa = 115 Apjawgold = (3T + 51)/8 = 1T

(6) Aplau = 31T+ 511 = 8TT Apjaugrau = (77T+ 911+ 1111+ 131)/5 = 811
(7) Aorange = 3TG Apraun = (7T1+ 91T+ 1110)/9 = 3T

(8) Agiiy = 5T+ 711= 1275 Agrgn = (97T+ 1171+ 1311+ 15M)/4 = 121
ZUA4.9:

e Figur 1: Die gesamte Flache von 491tist orange gefarbt.

» Figur 2: Die gruin gefarbte Flache und die hellblau geféarbte Flache sind gleich grof3:
Yo (Imt+ 31+ 511+ 711+ 911+ 111+ 13mM) =% - 491m=24,5 11

* Figur 3: griin = violett: % - (11t + 51+ 711+ 111+ 13mM) =% - 37m=18,5" 1
blaugrin: 3+ 91t = 121

* Figur 4: gelb =orange: %2 - (It+ 71+ 9m) =% - 17mt=85" 1
rot =rosa: ¥z - (31t+ 51+ 111+ 13m) = % - 3211 = 167

e Figur 5: rot = orange: %2 - (1mt+ 91+ 11m) =% - 21mt= 10,5 1
rosa=gelb: %2 - 3+ 71+ 13mM =% -23n=1151
braun: 51
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e Figur 6: grau = blauviolett: Y2 - (11t+ 111+ 13mM) =% - 25m=125 "1
blau = lila: %2 - (31t+ 9mM) =% - 1211= 611
hellblau =rot : ¥2 - (mt+ 7m) =% - 1211= 6T1

e Figur 7: hellblau = blauwolett Y- (In+13m =% 1l4n=71

grin =lila: %2 - (3m + 11T[) -lam=T7m
gelb =rot; Y2 - (51 + 9m) = 14T[ m
orange: 71

¢ Figur 8: braun = blauviolett; 2 - 17mt=0,5"- Tt
rosa = blaugrau: ¥z - (31t+ 131) =% - 1611= 87
gelb = hellblau: ¥2 - (51t+ 11m) =% - 1671= 8™
orange = grin: % - (711+ 9m) =% - 1611= 811

e Figur 9: blau = braun: %2 - 1mt=0,5- 11
blauviolett = orange: %2 - 3m=1,5" Tt
grau =rot: ¥z - (51 + 13m) =% - 1811= 91
grun = lila: %2 - (71t + 111 = %2 - 1811= 91
hellblau: 91t

zu A4.10:

0 WV

00 R
Y Ry

e R
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A=A A

zu A 4.11: Und welche Muster haben Sie noch entdeckt?

ZUA4.12:

Ny,

Mithilfe der Beziehung sin(a) = (R —r)/e kann aus den gegebenen GréRen r, R und e der Winkel a bestimmt
werden. Die Gesamtlange u der Bahn ergibt sich aus den Langen der Bégen auf den beiden Kreisen sowie
den beiden geraden Strecken der Lange x. Die Lange x kann mithilfe des Satzes von Pythagoras oder
mithilfe des Kosinus von a berechnet werden: cos(a) = x/e:
2 [{180° - 2a) + 277R [{180° + 2a)

360° 360°

=2e Ed:os(a)+m] [El—%)+ﬂm [ﬁ1+ a j

90°

u=2x+b, +b; =2e Ed:os(a)+

ZuA4.13:

(@}{%

Der halbe Schnittwinkel zwischen den sich schneidenden Tangenten werde mit a bezeichnet.

DN

Bei gegebenen Radien r und R sowie dem Abstand e = e; + e, zwischen den Mittelpunkten ergeben sich
folgende Beziehungen:

+r

. R+r _ L R
sin(a@) = —— hieraus kann a bestimmt werden. Weiter gilt: tan(a) =
e
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Hieraus folgt: X = , also gilt fur die Lange u der Laufbahn

tan(a)
y=2oR* L 273 [{(180° +2a) | 271[R [{(180° +24) _o R + 7R +r)[€1+ a j
tan(a) 360° 360° tan(a) 90°

Wenn die mittlere von mehreren Bahnen durch die Radien r und R sowie den Abstand e festgelegt ist, dann
ergibt sich fur die Bahn, die im links abgebildeten Teil innen liegt, ein Radius von r — d, rechts dafir ein
Radius von R + d, wobei d der Abstand der Bahn-Mittellinien ist. Der Abstand e der Mittelpunkte der Kreise
sowie der Schnittwinkel a bleiben gleich. Daher sind die beiden Bahnlangen gleich. (Entsprechendes gilt fur
die AuRenbahn links / Innenbahn rechts.)

Wenn man eine solche Bahn in einem typischen Leichtathletik-Stadion mit 400 m-Bahn einrichten wirde
(r=R =36,80 cm, e = 84,40 m), dann ware a = 60,7° und die Laufbahn hétte eine Lange von ca. 470 m.

Ersetzt man im Term fir u die Summe R + r durch e - sin(a), dann ergibt sich:

u=2 EIM + rle [3in(a) [€1+ j =e EEZ [cos(a) + r($in(a) [€1+

tan(a)

a a
90° 90°
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Kap. 5

zu A5.1:

Das T-Element hat drei dunkle Felder und ein helles Feld (oder umgekehrt). Das Rechteck hat bei einer
Schachbrett-Farbung gleich viele helle wie dunkle Felder. Egal, wie man die Felder der finf Tetrominos
farbt: ElIf Felder haben die eine und neun Felder die andere Farbe — das passt nicht zusammen.

zu A5.2:

Eine Parkettierung eines 2x20-Rechtecks ist nicht mdglich.

zu A5.3:

Wenn das T-Element verwendet wird, muss dies (wegen der Schachbrett-Farbung) auch ein zweites Mal
vorkommen, und wenn es nicht benutzt wird, sieht man schnell, dass die tbrigen vier Elemente nicht
gleichzeitig in das Quadrat passen.

zu A5.4:

Eine Rechteckflache mit 4x6 = 24 Feldern mit mindestens einem Element von jeder Sorte auszulegen,
bedeutet, dass man je ein Puzzlestiick des Typs I, O, L bzw. S benutzt und zwei Exemplare vom Typ T, die
so liegen miissen, dass das eine 3 dunkle Felder und 1 helles Feld besetzt und das andere umgekehrt. .

zu Ab5.5:

Wenn man die Felder im Stile eines Schachbretts farbt, sind 16 Felder in der einen und 12 in der anderen
Farbe gefarbt. Daraus ergibt sich, dass man fir die Auslegung mit Tetrominos das T-Element genau zweimal
verwenden muss.
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zu A 5.6:

16 Felder: Wenn man Puzzlestiicke vom Typ T beim Auslegen der abgebildeten Dreiecksfigur mit
1+3+5+7=16 Feldern verwendet, dann missen 2 oder 4 Exemplare davon benutzt werden, denn von
den 16 Feldern sind bei einer Schachbrett-Farbung 1 + 2 + 3 = 6 in der einen und die restlichen 10 in der
anderen Farbe. Puzzlestiicke vom Typ L oder vom Typ O kdnnen beim Parkettieren einer solchen Figur
nicht verwendet werden, da sie einzelne Felder abtrennen wirden, in die kein Tetromino mehr passt.

o, i, 2l 2l

36 Felder: Bei einer Schachbrettfarbung wirdenvonden1+3+5+7+9+11 =36 Feldern1+2+3+4 +
5 =15 in der einen und die restlichen 21 in der anderen Farbe gefarbt. Wegen des Unterschieds sind 3 (oder
5 oder 7) Puzzles vom Typ T notwendig. Da die Figur grof3 genug ist, kénnen auch Puzzlestiicke vom Typ L
oder Typ O verwendet werden.

zu AL.7:

Mit Ausnahme des Elements T, bei dem 4 Felder in der einen Farbe und 1 Feld in der anderen Farbe gefarbt
werden, ist bei allen anderen das Verhéltnis 3 zu 2.
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zu A 5.8:

Alle Mdglichkeiten finden Sie auf den im Literaturverzeichnis angegebenen Websites.

TN

Alle Mdglichkeiten finden Sie auf den im Literaturverzeichnis angegebenen Websites.

zu A5.9:

zu A5.10:

zu A5.11:

Alle Mdglichkeiten finden Sie auf den im Literaturverzeichnis angegebenen Websites.

ZuA5.12:

Hier zwei je Beispiele fir den 25. eines Monats:

zu A5.13:

Alle Mdglichkeiten finden Sie auf den im Literaturverzeichnis angegebenen Websites.

zu A5.14:

Bei der Dreiecksfigur mit 1 + 2 + 3+ 4 = 10 Feldern sind 1 + 3 = 4 in der einen Farbe und 2 + 4 = 6 in der

anderen Farbe,

bei der Dreiecksfigur mit1 +2 +3+4 +5 =15 Feldern sind 2 + 4 = 6 in der einen Farbeund 1 +3+5=9in

der anderen Farbe,

bei der Dreiecksfigur mit1+2+3+4+5+6+7+8+9=45Feldernsind2 +4 + 6 + 8 = 20 in der einen

Farbeund 1+ 3 +5+ 7 + 9 =25 in der anderen Farbe,

bei der Dreiecksfigur mit1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10=55Feldernsind2+4+6+8+10=30in

der einen Farbeund 1 + 3 + 5+ 7 + 9 = 25 in der anderen Farbe.
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B :

zu A5.15:

Es gibt 2 Mdglichkeiten der Parkettierung der Dreiecksfigur mit 10 Feldern mithilfe von zwei Pentominos.

i,

Es gibt 7 Mdglichkeiten der Parkettierung der Dreiecksfigur mit 15 Feldern mithilfe von drei Pentominos.

Bei den ersten vier Fallen werden die Parkettierungen der Dreiecksfiguren mit 10 Feldern durch ein
Puzzlestiick vom Typ | ergéanzt. Ein finfter Typ ist rechts abgebildet. Die letzten beiden Mdglichkeiten kann
man finden, wenn man beachtet, dass es fiir die weil3 gelassene Teilfigur zwei Mdglichkeiten der
Parkettierung gibt.

Sl bt
- B

Zzu A5.16:

Hier je zwei Beispiele:

M
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ot

Zu AS5.17:

1| | T P N
i, il o e
e e e, o

Bei den nachsten Abbildungen werden die oben gefundenen Mdéglichkeiten zur Parkettierung von Dreiecken
mit 10 bzw. 15 Feldern genutzt.

A Y ity il
£ | N

In den nachsten Abbildungen werden Teilflachen auf unterschiedliche Weise parkettiert.

Fur die Teilflache links gibt es vier verschiedene Mdglichkeiten, fur die Teilflache rechts drei Méglichkeiten.
Diese lassen sich aber nicht unabhéngig voneinander kombinieren.

B NN
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i L - Rl

Bei den folgenden Lésungen lasst sich jeweils eine symmetrische Teilflache spiegeln.

B N, N, S
il s gl

zu A5.18:

Haben Sie noch ein Beispiel gefunden? (- strick.lev@t-online.de)

zu A5.19:
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zu A 5.20:

Nr. | Hexomino entstanden aus Pentomino

1

10
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11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
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21

22

23

24

25

26

27

28

29
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30

31

32

33

34

35

Nr.

Pentomino

entstanden aus Tetromino
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10

11

12
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Kap. 6

ZUA6.1:

Aus den drei Abbildungen mit Gitterlinien ergeben sich die ganzzahligen Koordinaten der Schnittpunkte

(0;60) (60;60)
(30;45)
(24;48) (36,48)
(12:36) (20;40) (40;40) (48:36)
(0;30) (15;30) (45:30) (60:30)
(12:24) (20,20) (40;20) (48:24)
(24;12) (30:15) (36;12)
(0;0) (30:0) (60;0)

sowie die Flacheninhalte: orange: 600 FE, gelb: jeweils 180 FE; hellgrin: jeweils 240 FE;
blaugriin jeweils 90 FE; dunkelgriin: jeweils 30 FE.

In der Figur treten mehrere verschieden grofRe rechtwinklige Dreiecke auf (wegen der Symmetrie mehrfach):
+ gelbe Dreiecke: Hypotenuse: 30 LE, Katheten: 12 E{/g LE und 6 E{/gLE
und zwei Dreiecke, die hierzu ahnlich sind:

e durch die Punkte (0;0), (60;0) und (48;24):
Hypotenuse: 60 LE, Katheten: 24 E{/g LE und 12 E{/g LE sowie

e durch die Punkte (0;0), (60;0) und (60;30):
Hypotenuse: 30 E{/g LE , Katheten: 60 LE und 30 LE

AuRerdem ist das Dreieck mit den Eckpunkten (0;0), (24;48) und (60;30) rechtwinklig:

+ Hypotenuse: 30 E{/g LE, Katheten: 18 B/g LEund 24 [{/g LE (also mit dem Seitenverhaltnis 3:4:5)
und dazu &hnlich ist das Dreieck den Eckpunkten (0;0), (30;15) und (12;24)

« Hypotenuse: 15 E{/g LE, Katheten: 12 El/g LEund 18 B/g LE

und auch die dunkelgriinen Dreiecke mit

« Hypotenuse: 5 E{/g LE, Katheten: 3 E{/g LE und 4 E{/g LE

und die blaugriinen Viereck bilden zusammen mit einem dunkelgriinen Dreieck ein hierzu dhnliches
rechtwinkliges Dreieck mit

+  Hypotenuse: 10 [{/g LE, Katheten: 6 [{/g LE und 8 B/g LE
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ZUAB6.2:

Die Gitterlinien stellen eine Unterteilung der Grundseiten des Quadrats in 12 bzw. in 13 gleich grolRe
Abschnitte dar. Daher bietet es sich an, Quadratseiten der Ladnge 12 - 13 = 156 LE zu wéhlen.

Allerdings sind dann noch nicht alle Schnittpunkte ganzzahlig. Beispielsweise findet man weitere
Schnittpunkte auf Gitterlinien, wenn man die Quadratseite in 10 gleich grofl3e Abschnitte unterteilt.

Der in der Abb. rechts markierte rote Schnittpunkt hat die Koordinaten (208/3 ; 52), der griin markierte Punkt
die Koordinaten (260/3 ; 52).

N\ Y ord
(624:62,4)  (936:62.4)
(52: 52) (78:52) (104:52)
™ ol / (72;48\7?}34;48)
\ / / (78:39)
(52:104/3) (104:104/3)
/ N\
L N
(52:0) (104:0)
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Kap. 7

ZUAT.1:
» Kontrolle der Endziffern: 582 hat die gleichen Endziffern wie 82 = 64.
» Methode 1 (schrittweise Berechnung)
HilfsgroRe: 552 = 50 - 60 + 52 = 3025
582 =552 + (55 + 56) + (56 + 57) + (57 + 58) =552+ 6 - 56,5 = 3025 + 339 = 3364
Hinweis: 56,5 ist der Mittelwert der sechs Summanden.
Hilfsgrof3e: 602 = 3600
582 = 602 — (60 + 59) — (59 + 58) = 602 — 4 - 59 = 3600 — 236 = 3364
Hinweis: 59 ist der Mittelwert der vier Summanden.
* Methode 2 (Berechnung mithilfe einer Zehnerzahl und eines symmetrisch liegenden Partners)
582=(60—2) - (56 + 2) = 60 - 56 + 22 = 3360 + 4 = 3364
582 = (50 + 8) - (66 — 8) + 82=50 - 66 + 82 = 3300 + 64 = 3364
. Methode 3 (Anwenden der 1. binomischen Formelund U mlegen)
582=(50 +8)2=502+2-50-8+82=50" (50 +2 - 8) + 82=150 - 66 + 82 = 3300 + 64 = 3364
582=(60-2)2=602-2-60112+22=60-(60-2-2)+22=60"-56 +4 =3360 + 4 = 3364

»  Kontrolle der Endziffern: 842 hat die gleichen Endziffern wie 162 = 256.

» Methode 1 (schrittweise Berechnung)

HilfsgroRe: 852 =80 - 90 + 52 = 7225

842=852—-(85+84)=852-2 . 84,5=7225-169 = 7056

Hilfsgrof3e: 802 = 6400

842 =802+ (80 + 81) + (81 + 82) + (82 + 83) + (83 + 84) =802 + 8 - 82 = 6400 — 656 = 7056

*  Methode 2 (Berechnung mithilfe einer Zehnerzahl und eines symmetrisch liegenden Partners)
842 = (80 +4) - (88 — 4) = 80 - 88 + 42 = 7040 + 16 = 7056

842 = (90 — 6) - (78 + 6) + 62=90 - 78 + 62 = 7020 + 36 = 7056

Methode 3 (Anwenden der 1. binomischen Formelund U mlegen)
842=(80+4)2=802+2-80-4+42=80-(80+2-4)+42=80-88 +42=7040 + 16 = 7056
842=(90-6)2=902-2-90-6+62=90-(90—-2-6)+62=90" 78 + 62 =7020 + 36 = 7056

e Kontrolle der Endziffern: 732 hat die gleichen Endziffern wie 232 = 529.

»  Methode 1 (schrittweise Berechnung)

HilfsgroRBe: 752 = 70 - 80 + 52 = 5625

732=752— (75 + 74) — (74 + 73) = 752 — 4 - 74 = 5625 — 296 = 5329

Hilfsgrof3e: 702 = 4900

732=702+ (70 +71) + (71 +72)+ (72 +73) =702+ 6 - 71,5 =4900 + 429 = 5329

*  Methode 2 (Berechnung mithilfe einer Zehnerzahl und eines symmetrisch liegenden Partners)
732=(70+3) - (76 —3) =70 - 76 + 32 = 5320 + 9 = 5329

732=(80-7) (66 +7)+72=80"66 + 72=5280 + 49 = 5329
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Methode 3 (Anwenden der 1. binomischen Formelund U mlegen)
732=(70+3)2=702+2-70-3+32=70-(70+2-3)+32=70-76 +32=5320 + 9 = 5329
732=(80-7)2=802—-2-80-7+72=80-(80—2-7)+72=80"66 +72=5280 + 49 = 5329

ZUAT7.2:

(1) mod 19
2 15 3
l l N

171 <1 6 |« ]5

T T T
13 14 10
aulRerdem:
18| =1 1
8lol7lal11] <12
]
(2) mod 23
5 21 19 7 20
l l l l l

18| | 8| < 13] ]| 6]]12

) ) T T T
15 10 17 11 14
aul3erdem:
221 -1 1
O
(3) mod 25
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2 3
l l
231 >1 4 9 | |22
N v
16 ] —- | 6
T 4
21| « | 11
2 LN
171 > | 14 19| « | 12
) 7
8 13
aulRerdem:
5
l
18
200 | 0| <] 10
d
1
715124 51 1
15
8}
(4) mod 27
2 23 11
l l d
4 | 5116 | - | 13
T 4
25 22 7
) ) )
5 20 14
aulRerdem:
6 12 15
N ) v
3 N 9 N 0 9
2 T N
26| -1 1
24 21 18 81|10 o119 « |17
9]
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ZUA7.3
L L [$]
-
- - 68 -
->
43 57

1

- 31 -+

t 4
t
.‘- ﬂ

t +

=l
W-mE-E

+

8

66

t
t

m

+
g
+
-

v
T
e

62 22 38
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ZUA7.4
(1)
005 045 15 035
405 445 515 435
605 645 715 635
805 845 915 835
N ¢ N
165 085 155 195
365 285 355 395
565 N - 485 555 - « 595
765 685 755 795
965 885 955 995
T T
325 075
525 275
725 475
925 675
015 135 105 145
215 335 305 345
415 535 505 545
615 735 705 745
815 935 905 945
N o u ¢
055 095 065 185
255 295 265 385
455 - « 495 465 i « 585
655 695 665 785
855 895 865 985
+ T
175 025
575 225
775 425
975 825
(2)
U O [&] U
()
- -
. 443 - 557 057
(4)
126 124
626 - 376 374 - 624
876 874
(%)

+

068 N 182
318 - 432 - 682
818 932
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(6)

B
t
B
B
t
B
B
t
B
]
t
o]

118
618

174
674
924

474
724
974

282 018
532 268
782 518
= 832
t

+ +
+ 1
+ t
¥ +

082
332
582

274
524
774

074
324
574

L6sungen 2.

701

+ t

651
4 t
Gw .
+ t
+ t
218
468
718

]

+

+

i t
+ t
+ t
+ t

t

.‘-

t

ROl §

732
982

418
668
918

226
476
726

G 176

426

926

Auflage gesamt — Seite 49 / 124

Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

401

351

757

+



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 50 / 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 51/ 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

106
356
606
186 266 234
436 516 a84
686 766 734
246
746
996
066
316
566
206
706 496
956
386
636
886
146
396
646
116
366
866
- -
306 086 046
556 586 548
806 836 796
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o02 498
252 748
502 998
178 258 222 242
428 508 572 492
678 758 822 742
362 012 138
612 388
862 638
058 442
308 692
558 942
402
652 112
902

378

878
212
462
962
108
358
858

172 188
422 438
922 938

052 078 062
302 578 562
802 828 812
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Kap. 8

zu A 8.1:

zu A 8.2:

Wenn die Dreiteilung des weiRen Rechtecks durch vertikale Linien erfolgt, ,wachsen" die rot und blau
gefarbten Bereiche kontinuierlich zusammen.

zu A 8.3:

Abb. links: Das Ausgangsquadrat wurde durch eine Diagonale halbiert und eine Héfte griin gefarbt, dann
das nicht gefarbte gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck durch die Symmetrieachse und eine Hafte gelb
gefarbt. In den folgenden Schritten wurde jeweils das nicht geféarbte Dreieck halbiert und jeweils eines der
Dreiecke abwechselnd gelb und griin gefarbt. Insgesamt ist dann

Amn:1+1+i+... und Ae,,[,=1+i+i+...:1 1 1+1+... =1Dﬁxgmn
om o2 8 32 ¥4 16 64 2 2

2 8 32
Hieraus folgt, dass zwei Drittel der Quadratflache griin geféarbt ist, ein Drittel gelb.

Abb. Mitte: Im ersten Schritt wird das Ausgangsquadrat durch die beiden Diagonalen in vier gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke unterteilt, von denen zwei Dreiecke griin gefarbt werden. Die beiden anderen
Dreiecke werden jeweils durch die Symmetrieachsen halbiert, wovon eine Hélfte gelb gefarbt wird. usw.
Hieraus folgt wie bei der 1. Abbildung, dass zwei Drittel der Quadratflache griin gefarbt ist, ein Drittel gelb.

Abb. rechts: Wie bei der Abb. in der Mitte wird zunachst das Ausgangsquadrat durch die beiden Diagonalen
in vier gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke unterteilt. Die Farbung erfolgt aber in beiden Halften jeweils
entgegengesetzt. Daher ist die Quadratflache jeweils zur Halfte griin bzw. gelb geféarbt.

zu A 8.4:

Wird die Seitenlange des Dreiecks mit a bezeichnet, dann gilt fiir den Flacheninhalt:

1 1 az
A=—mh=-mEn3=20/3.
, ; 25\/_ 4&/_

A = 1 bedeutet daher: a2 = =1,52

i also azi:i
e} NREREE

zu A 8.5:
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zu A 8.6:

Da das auRRere Dreieck 4-mal so groR3 sein soll wie das innere Dreieck, ist die Seitenlange des inneren
Dreiecks ﬁ -mal so grof3, also ¥2-mal so grof3 wie die des aul3eren Dreiecks. Man zeichnet also die drei
auleren symmetrischen Trapeze mit den parallelen Seiten der Lédnge a und %2 - a und einem Basiswinkel

von 30°. Die schragen Schenkel der &uBeren Trapeze sind halb so lang wie der Abstand eines Eckpunkts
vom Mittelpunkt des Dreiecks (dieser ist 2/3-mal so lang wie die H6he im gleichseitigen Dreieck), d. h. bei

a
3

jeweils halb so lang wie bei den nachst-au3eren Trapezen.

2 a
den aul3eren Trapezen ist dies § [% D/_ = 3= ﬁ bei den nachsten Trapezen entsprechend

zu A 8.7:

Ein gleichseitiges Dreieck wird so in vier gleich gro3e Teilflaichen zerlegt, dass auf3en drei kongruente
Trapeze entstehen und innen wieder ein gleichseitiges Dreieck. Da das aul3ere Dreieck 4-mal so grof3 sein

soll wie das innere Dreieck, ist die Seitenlange des inneren Dreiecks ﬁ -mal so grof3, also ¥2-mal so grof3
wie die des aul3eren Dreiecks.

Ist a die Seitenlange des Ausgangsdreiecks, dann haben die Trapeze im ersten Schritt Grundseiten mit der
Lange a — s (unten) und ¥ - a + s (oben) sowie zwei Schenkel mit der Lange s. Da die Schenkel mit der
unteren Grundseite einen Winkel von 60° bilden, gilt:

¥%-a+s=a-2s,alsos =0,2- a. Die untere Grundseite des Trapezes hat also die Lange 0,8 - a, die obere
0,7 - a, die Schenkel 0,2 - a.

05a+s

0.5s a-2s 0.5s

zu A 8.8:

Im ersten Bild ist ein Quadrat zu sehen, das in funf gleich groRe Flachen ausgeteilt ist. Wenn die
Seitenléange des Quadrats a; = 1 LE betragt, ist der Flacheninhalt des Quadrats 1 FE.

Das in der Mitte der Figur liegende Quadrat hat dann eine Seitenlange von 5 = \F =0,4472
5

Fur die vier Rechtecke mit den Seitenlangen b, und ¢, gilt: b, + ¢, =1 und b, - ¢, = 1/5, also

. 2
b, —_1 und damit b, +c, =i+cz _1+5c; _,
5S¢, 5¢c, 5¢c,

Dies fuhrt auf die quadratische Gleichung: 5c,2—5c, + 1 = 0.
Diese hat zwei positive Losungen, namlich ¢, = 0,2764 bzw. ¢, =0,7236.

Wegen b, + ¢, = 1 gilt dann entsprechend: b, =0,7236 bzw. b, =0,2764

Far die im Quadrat mit der Seitenlange 5, = \F ~0,4472 €ingeschlossenen vier Rechtecke und das Quadrat
5

2
in der Mitte gilt dann: a, = [\FJ _ 1 und fiir bs bzw. c, entsprechend:
5 5

c3=0,2764 - 0,4472=0,1236 und bz = 0,7236 - 0,4472 = 0,3236
Die Seitenldngen der nachsten Figur ergeben sich dann jeweils durch Multiplikation mit dem Faktor 0,4472.

usw.
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zu A 8.9:

Die untere Grundseite des Ausgangsquadrats wird im Verhaltnis 2 : 1 : 2 unterteilt. Das linke und das rechte
Rechteck werden jeweils in der Mitte halbiert und die so entstandenen vier gleichgrof3en Rechtecke in vier
Farben gefarbt.

Das nicht gefarbte mittlere Rechteck wird in der Hohe im Verhaltnis 2 : 1 : 2 unterteilt. Das obere und das
untere Rechteck werden jeweils in der Mitte langs geteilt und die so entstandenen vier gleichgrol3en
Rechtecke in vier Farben (wie ihre Nachbarrechtecke) gefarbt.

Die beiden Schritte werden fir das Ubrig gebliebene, nicht gefarbte Quadrat in der Mitte wiederholt.

zu A 8.10:

Da das duRRere Quadrat 5-mal so grol? sein soll wie das innere Quadrat, ist die Seitenlange des inneren
Quadrats %-mal so grol3 wie die des &ulReren Quadrats. Die Trapeze haben also Grundseiten der Langen

aund (ca.) 0,447 - a. Die Hohe der Trapeze muss die Bedingung h + 0,447 - a + h = a erfiillen, also
h = 0,276 - a. Hieraus folgt dass die Schenkel, die mit den beiden Grundseiten einen Winkel von 45° bzw.

135° bilden, eine Lange von s = x/E (h = 0,391 - a haben.

zu A 8.11:

Da das auRere Quadrat (mit Seitenlange a) 5-mal so grof3 sein soll wie das innere Quadrat, ist die

Seitenlange des inneren Quadrats %—mal so grol3 wie die des &uReren Quadrats, also ca. 0,447 - a.

Dieses innen liegende Quadrat hat Diagonalen, die \/E-mal so grol3 sind wie die Seite dieses Quadrats; sie
haben also eine Lange von ca. 0,632 - a.

Eine Unterteilung des Ausgangsquadrats kann daher wie folgt vorgenommen werden: Das Quadrat wird
zunachst durch die beiden Mittellinien in vier gleich grol3e Quadrate unterteilt. Von der Mitte der Figur aus
tragt man auf den Mittellinien jeweils eine halbe Diagonalenlange, also eine Strecke von 0,316 - a ab.

Die in den Ecken des Ausgangsquadrats liegenden vier Fiinfecke haben also zwei zueinander senkrecht
stehende Seiten der Lange 0,5 - a, zwei dazu senkrecht stehende Seiten der Lange 0,5-a— 0,316 - a =
0,184 - a sowie die Grundseite des inneren Quadrats mit einer Lange von 0,447 - a.

Zusatz: Berechnung der Seitenldngen des regelmafRige  n Funfecks (2. Mdglichkeit)

Da das auRere Quadrat 5-mal so grol? sein soll wie das innere Quadrat, ist die Seitenlange des inneren
Quadrats ﬁ-mal so grol3 wie die des &ufReren Quadrats.

Der Flacheninhalt eines regularen 5-Ecks mit Seitenldnge a; = 1 LE. berechnet sich wie folgt:

A =5 Fam =2 F . - 5 . Wegen a; = 1 bedeutet dies: A; = 1,7205 FE.
2 ‘' 2 ' 20an(36°) 4[dan(36°)

Das innen liegende Fiinfeck hat dann einen Flacheninhalt von  a :575‘12
*  240an(36°)

Dies ist auch der Flacheninhalt der fiunf symmetrischen Trapeze. Diese Trapeze bestehen aus einem
Rechteck mit den Seitenlédngen x (= obere Seite des Trapezes) und y (=H6he des Trapezes) und zwei
rechtwinkligen Dreiecken mit den Katheten y und z; die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks bildet
zusammen mit der oberen Trapezseite eine Grundseite des Ausgangs-Finfecks.

X
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Der Flacheninhalt eines Trapezes ergibt sich daher wie folgt:
A =X +25 2 = (x+2)Y

Day=(1-x)-sin(72°) und z = (1 — x) - cos(72°) gilt weiter:
A, =[x +(1- x) [os(72°)] [L- x) [6in(72°) = [x + cos(72°) - x [0s(72°)] {1~ x) [in(72°)
Mit Rechnerhilfe muss dann die Gleichung

5

[x +¢0s(72°) - x ®03(72°)] [@-x)sin(72°) = 24 [1an(36°)

geldst werden. Fir x ergibt sich: x = 0,5718 und hieraus y = 0,4072 und z = 0,1323.

Die Seitenlangen der nachsten Figur ergeben sich dann jeweils durch Multiplikation mit dem Faktor

\F =0,4082 -
6

zu A8.12:

Obere Abbildungen: Da der Radius halbiert wird, nimmt die (jeweils) Gbrig bleibende gelb gefarbte Flache
ein Viertel der Gesamtflache des Achtecks ein, d. h., fir die hellblau gefarbte Flache des 1. Schritts gilt:

3
A = Z LA ek UNd entsprechend weiter fur das griin gefarbte Achteck, das drei Viertel der gelb gefarbten
) . 3 [—ll 3 L :
Restflache einnimmt: A, = 25 Aschieck = I LA, chieck - VOr dem 3. Schritt ist ein Viertel von einem

Viertel der Achteckflache noch gelb gefarbt. Im 3. Schritt wird dann drei Viertel davon dunkelgriin gefarbt:

3 3
A3 :ZG}G}DQ‘Achteck :amAchteck
Nacheinanderwirddann§+i+i+...=§ 1+1+i+... =§EIL=§E|?1T=1,aIsonach
4 16 64 4 4 16 41_1 4 S
4 4

unendlich vielen Schritten die gesamte Flache gefarbt.

Untere Abbildungen: Da der Radius gedrittelt wird, nimmt die (jeweils) Gbrig bleibende gelb gefarbte Flache
ein Drittel der Gesamtflache des Achtecks ein, d. h., fur die hellblau gefarbte Flache des 1. Schritts gilt:

2
A = 3 LA, ek UNd entsprechend weiter fir das violett gefarbte Achteck, das zwei Drittel der gelb
2 2
gefarbten Restflache einnimmt: A, = 3 [—l;': LA chieck = 9 LA chieck -

Vor dem 3. Schritt ist ein Drittel von einem Drittel der Achteckflache noch gelb gefarbt. Im 3. Schritt wird
dann zwei Drittel davon pink gefarbt:

2

|]Achteck = E

2
A3 = § % G?]:- DQ‘Achteck

Nacheinander wird danng+§+£+...=z 1+£+1+... =ZEJL=EG%=1,aIso nach
3 9 27 3 3 3 <
3

unendlich vielen Schritten die gesamte Flache gefarbt.
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zu A 8.13:
. Dreiteilung des Kreises

Der Flacheninhalt eines Kreisabschnitts berechnet sich aus der Differenz des

Flacheninhalts des Kreissektors und des unter der Sehne liegenden S2 s/2
gleichschenkligen Dreiecks. Wegen sin(a) = s/2r und cos(a) = h/r gilt: o
AK . =712 GL - 1 [$ Dh

reisabschnitt 1800 2

= T2 GL —r $in(a) [t [eos(a) =r2 ngi —-sin(a) [tos(a)
180° 180°

Da die drei gefarbten Teile des Kreises jeweils den Flacheninhalt 1/3 -1t- r2 haben, ist die Gleichung
a . n .
m—— —sin(a) [¢os(a) = — zu losen.
180° 3

Diese Gleichung hat die Losung a = 74,64°. Hieraus folgt: s = 1,929 - r und h = 0,265 - r. Wegen der
Symmetrie der Figur gelten diese MalRe auch fiir den unteren Kreisabschnitt.

Die drei Schichten haben daher die H6hen 0,735 - r und 0,530 - r und 0,735 - r.
(Kontrollrechnung: Die Summe betragt 2r.)

. Vierteilung des Kreises

Der Kreis wird durch einen Durchmesser in zwei Haften unterteilt. Hier muss analog zu oben die Gleichung

a . 7l
ITEI@ —sin(a) [tos(a) = 2 geldst werden. Hier ergibt sich a = 66,17° und hieraus s = 1,830 - r und

h=0,404 -r.
Die vier Schichten haben daher die Hohen 0,596 - r und 0,404 - r und 0,404 - r und 0,596 - r.
. Funfteilung des Kreises
Analog zu oben sind die Gleichungen
n[—IL —-sin(a) [tos(a) = 2 o, n[—IL —sin(a)[tos(a) = 2n
180° 5 180° 5
zu I8sen, um die Mal3e der obersten Schicht sowie die der beiden oberen Schichten zusammen zu ermitteln:
Aus a = 60,54° folgt: s = 1,74 - rund h = 0,492 - r. Und aus a = 80,92° folgt: s =1,97 - r und h = 0,158 - r.
Daher haben die funf Schichten des Kreises die Hohen:
0,508 - r, 0,334 -1, 0,316 - r, 0,334 - r und 0,508 - r.
. Unterteilung des regelméafigen Fiinfecks

Ein regelmagiges 5-Eck mit Seitenlange a setzt sich aus funf
symmetrischen Dreiecken zusammen, die den Mittelpunkt des
5-Ecks gemeinsam haben. Die Héhen H dieser Dreiecke berechnen sich aus

tan(36°) = 8 _ H=—2___ aisoberechnet sich der Flacheninhalt
2H 2 [1an(36°)

des regelmafiigen 5-Ecks wie folgt:

A =55 G—— > [&2 = 1,7205 (&2

2 2[an(36°) 4 1an(36°)

Der untere Teil des 5-Ecks ist ein Trapez, das gebildet wird aus drei Seiten des
5-Ecks und einer Diagonale d. d

Diese Diagonale d berechnet sich aus der folgenden Figur:
d=a+2-b=a+2-a-sin(18)=a- (1 +2-sin(18°))=1,618-a
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— man konnte sie auch mithilfe von d = 2a - sin(54°) berechnen.

Die Hohe des Trapezes ist: h = a - cos(18°) = 0,951a;
daher berechnet sich der Flacheninhalt des Trapezes wie folgt:

Prvaser = % Qa+d)0h= % [a +a {1+ 2 ($in(18°))) [ [Eos(18°)
- 22 [$0s(18°) [{L+ Sin(18°)) = 12449 (A2

Das Trapez hat ungefahr 72,4 % der Gesamtflache des regelmaRigen 5-Ecks; daher muss beispielsweise
die Halbierungslinie des 5-Ecks unterhalb der Diagonalen liegen.

» Halbierung des Fiunfecks (wird spéater bendtigt)

Zeichnet man eine Parallele zur Diagonalen, dann entsteht ein Trapez,
dessen Flacheninhalt sich wie folgt berechnet:

A =aly +2 D% [x [y =a? [k [£0s(18°) + a2 (k2 [3in(18°) [£0s(18°)  \ "

]

=a2[tos(18°) [k [{1+ k [5in(18°)) A y

Dabei berechnen sich die auftretenden Strecken gemaf Strahlensatz wie
folgt:
k=y:h=x:b

Gesucht ist dann derjenige Wert von k derart, dass die folgende Gleichung
erflllt ist:

a2 [£0s(18°) [k [{1+K Bin(18°)) =t 0— > (2
2 4tan(36°)

Mithilfe beispielsweise eines Rechners findet man die Lésung: k = 0,737 und
hiermit die Héhe des neuen Trapezesy =k - a - cos(18°)= 0,701 - a

e  Dreiteilung des Funfecks

Um die untere Teilungslinie zu bestimmen, muss man entsprechend die Gleichung

a? [bos(18°) [k [{L+ k (3in(18%) =~ 0>
3 4tan(36°)

I6sen; als Losung erhalt man k = 0,520 und damity = 0,495 - a

2

Ebenso liegt noch die obere Teilungslinie unterhalb der Diagonalen

a? [bos(18°) [k [{L+ k (3in(18%) = 20— >
3 4tan(36°)

Als Losung erhélt man diesmal k = 0,936 und damity = 0,890 - a

2

*  Vierteilung des Finfecks

Um die untere Teilungslinie zu bestimmen, muss man entsprechend die Gleichung

a2 [€0s(18°) [k [+ K Bin(18°) = = 0— > (a2
4 4tan(36°)

I6sen; als Lésung erhalt man k = 0,402 und damity = 0,383 - a.

Die zweite Teilungslinie von unten wurde als Halbierungslinie berechnet.

Die obere Teilungslinie liegt oberhalb zur Grundseite parallel liegenden Diagonale.
Das gleichschenklige Dreieck hat d als Grundseite und Schenkel der Seitenlange a.
Der Flacheninhalt des Dreiecks ergibt sich aus den oben berechneten Flacheninhalten:
Abreieck = As.gck — Atrapez = 1,7205 - a2 — 1,2449 - a2 = 0,4756 - a2
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Da die Diagonale die Lange d = 1,618 - a hat, ergibt sich aus dem Flacheninhalt eine Dreieckshdhe von
2-0,4756/1,618 = 0,588 - a.

Da das obere Viertel des Fiinfecks einen Flacheninhalt von 1,7205 - a?/4 = 0,4301 - a2 hat, ist also ein Anteil
von 0,4301/0,4756 = 0,9043 der oberhalb der Diagonale liegenden Flache gelb gefarbt. Da das gelb gefarbte
Dreieck ahnlich ist zum Dreieck oberhalb der Diagonale erhalt man fiir die Grundlinie des gelb gefarbten

Dreiecks eine Lange von 4/0,9043 1,618 [& = 1,539 [& und fiir die Hohe eine Lange
4/0,9043 [0,588 [& = 0,559 [&.

Unterteilung des regelmafigen Sechsecks

Ein regelmafiges Sechseck mit Seitenlange s setzt sich aus sechs gleichseitigen Dreiecken zusammen. Um
das 6-Eck in drei gleich groRRe Streifen zu unterteilen, muss ein Rechteck in der Mitte gezeichnet werden,
dessen Breite b gerade zweimal die Hohe der Teildreiecke des 6-Ecks und dessen Flacheninhalt A gleich
einem Drittel des Flacheninhalts des regelmafigen 6-Ecks ist:

2
> ¢ A=Deo_S

~tan(30°) " 3 20an(30°)

s2 E1an(30°) _Ss

Die Hohe x des mittleren Rechtecks ist daher gleich X = —

b 20an(30°) s 2

Um ein regelmaRiges 6-Eck in vier gleich grof3e Streifen zu unterteilen, muss man ein Rechteck in der Mitte
zeichnen, dessen Breite b gerade zweimal die Hohe der o. a. Teildreiecke des 6-Ecks und dessen
Flacheninhalt A gleich einem Viertel des Flacheninhalts des regelmaRigen 6-Ecks ist:

2
b:; und A:i:L
tan(30°) 4  8[an(30°)
Die Hohe x des mittleren Rechtecks ist daher gleich
_ A 3I[s? E1an(30°) 3
X =—=
b 8Man(30°) s 8

Entsprechend verfahrt man einer grof3eren Anzahl von Streifen:

Bei 5 Streifen ergibt sich analog:

2 o
X = é = 3ls dan(30 ) = i [$ (in das mittlere Feld passen also drei Streifen).
b 100an(30°) s 10
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Kap. 9

Die folgende Tabelle enthalt fur alle natirlichen Zahlen zwischen 1 und 121 die Darstellung im 3er-System
und im balanzierten 3er-System. Fir die in der Tabelle grin unterlegten nattrlichen Zahlen ist kein
Ausgleich auf der anderen Waagschale erforderlich. Die Anzahl der fir das Auswiegen bendgtigten
Gewichtsstiicke kann man der Spalte rechts entnehmen. Bei 5 der 121 betrachteten Koérper-Gewichte
kommt man mit 1 Gewichtsstiick aus, bei 20 mit 2 Gewichtsstiicken, bei je 40 mit 3 bzw. mit 4
Gewichtsstiicken und bei 16 Kdrper-Gewichten benétigt man alle 5 Gewichte.

Zahl im Zahl im Zahl im balancierten Anzahl der bendétigten
10er-System 3er-System 3er-System Gewichtsstlicke

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
2 0 0 0 0 2 0 0 0 1 -1 2
3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
4 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 2
5 0 0 0 1 2 0 0 1 -1 -1 3
6 0 0 0 2 0 0 0 1 -1 2
7 0 0 0 2 1 0 0 1 -1 3
8 0 0 0 2 2 0 0 1 0 -1 2
9 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
10 0 0 1 0 1 0 0 1 0 2
11 0 0 1 0 2 0 0 1 1 -1 3
12 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 2
13 0 0 1 1 1 0 0 1 1 3
14 0 0 1 1 2 0 1 -1 -1 -1 4
15 0 0 1 2 0 0 1 -1 -1 3
16 0 0 1 2 1 0 1 -1 -1 1 4
17 0 0 1 2 2 0 1 -1 0 -1 3
18 0 0 2 0 0 0 1 -1 0 2
19 0 0 2 0 1 0 1 -1 0 3
20 0 0 2 0 2 0 1 -1 1 -1 4
21 0 0 2 1 0 0 1 -1 1 3
22 0 0 2 1 1 0 1 -1 1 4
23 0 0 2 1 2 0 1 0 -1 -1 3
24 0 0 2 2 0 0 1 0 -1 0 2
25 0 0 2 2 1 0 1 0 -1 3
26 0 0 2 2 2 0 1 0 0 -1 2
27 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1
28 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 2
29 0 1 0 0 2 0 1 0 1 -1 3
30 0 1 0 1 0 0 1 0 1 2
31 0 1 0 1 1 0 1 0 1 3
32 0 1 0 1 2 0 1 1 -1 -1 4
33 0 1 0 2 0 0 1 1 -1 3
34 0 1 0 2 1 0 1 1 -1 4
35 0 1 0 2 2 0 1 1 0 -1 3
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36
37

38
39
40
41

42

43

44
45

46

47

48

49

50
51

52

53
54
55
56
57

58
59
60
61

62
63
64
65
66
67

68
69
70
71

72
73
74
75
76
77
78
79
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80
81

82
83
84
85
86
87

88
89
90
91

92

93
94

95

96
97

98
99
100
101
102
103

104
105
106
107
108
109
110
111
112
113

114
115
116
117
118
119
120
121
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Kap. 10

zu A 10.1:

Die Beschreibung kann so erfolgen, wie in Abschnitt 10.3 allgemein ausgefuhrt. Der Winkel a hangt dabei
vom jeweiligen n ab.

zu A 10.2:

zu A 10.3:
Man erhalt die Auslegungen von wieder Typ 1 bzw. Typ 4 bzw. Typ 2 bzw. Typ 5.

zu A 10.4:

Fur die Auslegung des regelmafigen 6-Ecks werden drei Rauten vom selben Typ verwendet; es gibt keine
symmetrische Teilflache (aul3er der Flache selbst), die gedreht werden kénnte.

Zwar hat das regelméaRige 8-Eck symmetrische Teilflachen, die gedreht werden kénnen, jedoch ist die nach
der Drehung entstehende Figur identisch mit der Ausgangsfigur.

zu A 10.5:

In den folgenden Abbildungen ist jeweils farbig hervorgehoben, welche Bereiche gedreht werden:

von der Auslegung in Bild 1 zu Bild 2 von der Auslegung in Bild 2 zu Bild 3

N
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von der Auslegung in Bild 3 zu Bild 4 von der Auslegung in Bild 4 zu Bild 5

T TE

von der Auslegung in Bild 5 zu Bild 6 von der Auslegung in Bild 6 zu Bild 7

PR

von der Auslegung in Bild 7 zu Bild 8

..

zu A 10.6:

Legt man von der Mitte aus die Rauten mit spitzem Winkel 180°/9 = 20° bzw. 180°/10 = 18°, dann gelingt die
zentralsymmetrische Auslegung einer Figur: Im ersten Fall handelt es sich um ein regelméafiihges 18-Eck, im
zweiten Fall allerdings um ein regelméaRiges 10-Eck.

*

zu A 10.7:

Die Auslegung beginnt jeweils mit n Rauten (n =5, 6, 7, 8) mit den spitzen Winkeln 360°/n. An diese n
Rauten legt man dann jeweils zwei Rauten des gleichen Typs (also insgesamt 2n Rauten) und in die Licke
zwischen zwei Rauten passt dann noch einmal jeweils eine Rauten des gleichen Typs. Insgesamt werden
also 4n Rauten mit spitzem Winkel 360°/n bendtigt.
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Kap. 11

ZUA11.1:

Zum Flacheninhalt A = 8 (FE) gibt es
ein Rechteck mitu=8+1+8+1=2-(8+1) =18 (LE) und
ein Rechteck mitu=4+2+4+2=2-(4+2)=12(LE).

Zum Flacheninhalt A = 9 (FE) gibt es
ein Rechteck mitu=9+1+9+1=2-(9+1)=20(LE) und
ein Rechteck mitu=3+3+3+3=2-(3+3)=12(LE).

I |

Zum Flacheninhalt A = 10 (FE) gibt es
ein Rechteck mitu=10+1+10+1=2-(10 + 1) =22 (LE) und
ein Rechteck mitu=5+2+5+2=2-(5+2) =14 (LE).

ZUA11.2:

6 hat die Teiler-Paare (1 ; 6) und (2 ; 3) mit den Umfangen 14 LE und 10 LE,

8 hat die Teiler-Paare (1 ; 8) und (2 ; 4) mit den Umfangen 18 LE und 12 LE,

9 hat die Teiler-Paare (1 ; 9) und (3 ; 3) mit den Umfangen 20 Le und 12 LE,
10 hat die Teiler-Paare (1 ; 10) und (2 ; 5) mit den Umfangen 22 LE und 14 LE.

Zu A11.3:

Da es hier um die zusétzlichen Teilerpaare geht, missen die Einschrankungen notiert werden, da die
anderen Félle bereits erfasst sind.

zu A 11.4:

In der Grafik sind die jeweils méglichen Rechtecke reprasentiert, die zu einem bestimmten Umfang gehoren;
jeweils durch ein Quadratsymbol hervorgehoben sind die Rechtecke mit maximalem Flacheninhalt, die zu
den durch 4 teilbaren Rechteckunmfangen gehoéren, also zu einem Quadrat gehoren.

ZuA1ll.5:

Die a - b Késtchen kdénnen bei einem axb-Rechteck durch Wegnehmen von héchstens (a — 1)-(b — 1)
Eckquadrat-Kastchen vermindert werden. Dies kann man sich am besten an der L-férmigen Figur
verdeutlichen, die nur aus der ersten Spalte und der untersten Zeile des Ausgangsrechtecks besteht, oder
an der Kreuzform, bei der die Figur aus a + b — 1 Kastchen besteht (=a-b—-(a-1)-(b—-1)=a+b-1).
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zu A 11.6:
An den folgenden Beispielen kann man ablesen:

Ist die Breite a eine ungerade Zahl, dann kann man maximal ¥ - (a — 1) senkrechte ,Einschnitte” vornehmen
(im Bild jeweils von oben nach unten eingezeichnet), die jeweils die Héhe b — 1 haben (mit Zuwachs des
Umfangs um 2 LE pro K&stchen), d. h., der Umfang wéachst

— beiungeradem auminsgesamtum(a—-1)-(b-1)=a-b—-a-b+1LE.

Ist die Breite a eine gerade Zahl, dann kann man maximal %z - a — 1 senkrechte ,Einschnitte” vornehmen (im
Bild jeweils von oben nach unten eingezeichnet), die jeweils die Héhe b — 1 haben (mit Zuwachs des
Umfangs um 2 LE pro Kastchen), also zusammen (a—2) - (b - 1),

zusatzlich (in den Abbildungen rechts eingezeichnet) einzelne ,Einschnitte” von je einem Kastchen, und
zwar bei geradem b um % - b — 1 Kéastchen mit dem Zuwachs b — 2 LE, bei ungeradem bum % - (b — 1)
Kastchen mit dem Zuwachs b — 1 LE, d. h., der Umfang wéachst

— beigeradem binsgesamtum (a-2)-(b-1)+(b-2)=a-b—-a-b=(@-1)-(b-1)-1LE,
— beiungeradem b uminsgesamtum (a-2)-(b-1)+(b-1)=(@-1)-(b-1) =a-b- a-b+1LE.

Allgemein kann also der Umfang maximal um (a — 1) - (b — 1) LE wachsen, im Falle, dass a und b gerade
sind um 1 LE weniger.

Alternativ zu den ,Einschnitten” kann man auch tiberlegen, welche ,spiralartigen” Einschnitte moglich sind.
Innere Quadrate kénnen nur eingezeichnet werden, wenn Breite a und Hohe b jeweils mindestens 3 LE

betragen. Das dann jeweils maximal mdgliche innere Quadrat hat den Flacheninhalt (a — 2) - (b — 2) FE und
den Umfang 2 - (a+ b —4) LE.

= [

= lLa

ZUA11.7:

Zu A 11.8:
A=9FE,u=12LE
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A =8 FE und (von links nach rechts) u =12 LE,u=14 LE,u= 16 LE

[]

A=7FEundu=12LE

s

A =7 FE und (von links nach rechts) u =16 LE,u=16 LE,u= 14 LE

RIEIA

A=6FEundu=12LE

s

A=6FEundu=14LE

[ [ [

A=5FEundu=12LE

AP =lab Hel

zu A 11.9:
Figuren mit Umfang u = 14 LE und Flacheninhalt A =11 FE bzw. 10 FE

| ‘Jl_
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Figuren mit Umfang u = 14 LE und Flacheninhalt A =9 FE bzw. 8 FE

_—
l_‘

EIR

L 5k
L [ B
L. B

—

SN
L

mll

Figuren mit Umfang u = 14 LE und Flacheninhalt A =7 FE

]
o gL, o oL
=

Figuren mit Umfang u = 14 LE und Flacheninhalt A =6 FE

el P L
P o
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Figuren mit Flacheninhalt A =11 FE bzw. A= 10 FE

[

| ’ u=16 LE u=16 LE u=18LE

L] | u=16 LE u=18 LE u=18LE

L E: ::| E: "::] u=18 LE u=18LE u=18 LE
Figuren mit Flacheninhalt A =9 FE bzw. A =8 FE

FJ_/—' '7 '_\ u=18LE u=20LE u=20LE

__’ E: ’\:’ |:/‘ |:::E u=20LE u=20LE u=20LE

] | | H u=18LE u=18 LE

Figuren mit Flacheninhalt A =10 FE bzw. A= 9 FE

"‘ E: i u=16 LE u=16 LE u=16 LE

| ﬁ l:é: u=16LE u=16LE u=16LE

= u=16 LE u=16 LE u=16 LE

l u=16 LE u=16 LE u=16 LE
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Figuren mit Flacheninhalt A =9 FE bzw. A =8 FE

s _I_I_:: \ u=16LE u=16LE u=16LE
W = |_|_ - | u=18LE u=18LE u=18LE
I:"E l ’J_l_lfl_l_ u=18LE u=18LE u=18LE
| | l = [[I’:": u=16 LE u=16 LE u=18 LE
[:E | | | | u=18LE u=18LE u=18LE
|_|_¥ a l_Ii £ u=16 LE u=16 LE u=16 LE

! ’ | ”:l‘:l u=16LE u=16LE u=16LE
| EIE | u=16LE u=16LE u=16LE

Figuren mit Umfang Flacheninhalt A = 8 FE bzw. A= 7 FE

ﬂ | }l_::l u=18 LE u=16 LE u=16 LE
[_E | =8 | u=16LE u=16 LE u=16LE
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Figuren mit Flacheninhalt A =10 FE bzw. A= 9 FE

[]

=Rl Eh

[]

[ ]

\_I

0 5
\_l

II_H::

u=18 LE u=18 LE u=18 LE
u=18 LE u=20LE u=20LE
u=16 LE u=18 LE u=18 LE

zuA11.10:

Dargestellt sind Quadrate mit den Flacheninhalten

A=2-4300=4-2=2; A=3’-430R=9-4=5; A=4>-431[B=16-6=10;

A=5°-4F[R[B=25-12=13; A=5"-430@&A=25-8=17

Man erhalt sie, indem man von den Ausgangsquadraten mit der Seitenlange a an den vier Ecken
rechtwinklige Dreiecke mit den Seitenlangen b und a — b gleichartig abschneidet. Fur den Flacheninhalt

ergibt sich dann: A=a2—4[%Dbﬂa—b)=a2—2ab—2b2,dabei gitO<b<a-b<a

a b a-b a b a-b A

2 1 1 8 1 7 50

3 1 2 8 2 6 40

4 1 3 10 8 3 5 34

4 2 2 8=%"-a 8 4 4 32=%-a
5 1 4 17 9 1 8 65

5 2 3 13=%-(a+1) 9 2 7 53

6 1 5 26 9 3 6 45

6 2 4 20 9 4 5 41% - (a+1)
6 3 3 18=%"-a 10 1 9 82

7 1 6 37 10 2 8 68

7 2 5 29 10 3 7 58

7 3 4 25=Y%-(a+1) 10 4 6 52

10 5 5 50=%"-a
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ZzuAl11.11:

Man erhalt die inneren Rechtecke, indem man von den Ausgangsrechtecken mit den Seitenlangen a und b
an je zwei einander gegeniberliegenden Ecken rechtwinklige Dreiecke mit den Seitenlangen c und d bzw.
a—c und b — d gleichartig abschneidet. Fiir den Flacheninhalt ergibt sich dann:

A=ab-20M-24 Qa-c){b-d)=ad+bc-2cd, mt0O<c<a-c<aundO<d<b-d<h.

ZzuA11.12:

Durch das Anhangen eines Quadrats erhoht sich die Anzahl der Randpunkte um 2 und es kommt kein
innerer Punkt hinzu. Da die Anzahl der Randpunkte mit % multipliziert wird, stimmt die Berechnung des
Flacheninhalts.

zuA11.13:

Werden einzelne Quadrate am Rand erganzt oder herausgenommen, dann verandert sich die Anzahl der
Randpunkte jeweils um 2; wegen des Faktors % fur die Anzahl der Randpunkte bedeutet dies, dass die
Formel unverandert zutrifft.

Werden k nebeneinanderliegende Quadrate (k = 2) am Rand erganzt oder herausgenommen, dann
verandert sich der Flacheninhalt um k FE.

Beim Herausnehmen nimmt die Anzahl der inneren Punkte um k + 1 ab, aber die Anzahl der Randpunkte
nimmt um 2 zu:

Aneu=(i—K=1)+% - (r+2)—1=(i+% -1 —1)—k=Ay—k

Beim Anhangen nimmt die Anzahl der inneren Punkte um k — 1 zu, und die Anzahl der Randpunkte nimmt
um 2 zu:

Au=(i+k=1)+% (r+2)—1=(+% 1 —1)+k=Agy +k

Zu A 11.14:

Im ersten Beispiel kommt ein Randpunkt hinzu, die Anzahl der Randpunkte bleibt unverandert.
Der Flacheninhalt nimmt um % FE zu.

Im zweiten Beispiel kommen zwei Randpunkte hinzu, die Anzahl der Randpunkte bleibt unveréndert.
Der Flacheninhalt nimmt um 1 FE zu.

Im dritten Beispiel kommt oben kein Randpunkt hinzu, aber ein innerer Punkt; entsprechend nimmt auch der
Flacheninhalt gemafl} Formel um 1 FE zu. Die Erweiterung der Figur rechts entspricht dem zweiten Beispiel.

zu A 11.15:

Erstes Beispiel: Oben rechts wird eine Ecke abgeschnitten (— 1 Randpunkt). Rechts erfolgen zwei schrage
Schnitte, durch die ein innerer Punkt zum Randpunkt wird und zwei Randpunkte entfallen.

In der Bilanz nimmt die Anzahl der inneren Punkte um 1 und die Anzahl der Randpunkte um 2 ab, d. h.
gegenuber der Ausgangsfigur mit A=2 +% - 12 — 1 = 7 FE hat die veranderte Figur einen Flacheninhalt von
A=1+%-10-1=5FE.

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 73/ 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Zweites Beispiel: Durch die schragen Schnitte entfallen oben links zwei Randpunkte, rechts oben drei
Randpunkte; rechts unten entféllt ein Randpunkt, aber ein innerer Punkt wird zum Randpunkt. Links unten
entfallt ein Randpunkt. Bilanz: 6 Randpunkte und ein innerer Punkt weniger: Aus A=5+%-18-1=13 FE
wird daher A=4+%-12-1=9FE.

zu A11.16:

1 Randpunkt wird zum inneren Punkt, 3 Randpunkte kommen hinzu.
Aiks=0+%-8—-1=3FE; Aeectis=1+%-10-1=5FE

3 Randpunkte werden zu inneren Punkten, 5 Randpunkte kommen hinzu.
Alinks=1+1/2'10—1=5FE;Arechts=4+1/2'12—1=9FE

ZUA11.17:

Verdoppelt man ein rechtwinkliges Dreieck zu einem Rechteck, dann verdoppelt sich die Anzahl der inneren
Punkte nicht nur, sondern es kommen k Randpunkte hinzu, die zwischen den Eckpunkten auf der
Diagonalen liegen:

iRechteck = 2 * Ibreieck + K

Fur die Anzahl der Randpunkte des Rechtecks gilt:

lRechteck = 2 * (Ioreieck — 1 — K)

Fur ein Rechteck wurde die Richtigkeit der Formel (11.2) nachgewiesen. Es gilt also:

Arechteck = IRechteck + %2 * TRechteck — 1
Hieraus folgt fur das halb so grof3e rechtwinklige Dreieck
Apreieck = %2 * Arechteck = 72 * Irechteck + ¥4 * IRechteck — 72

= ipreieck ¥ Y2 " K+ Y2 Ipgieck — Y2 — Y2 - Kk = %2

= lipreieck + ¥2 * I'preieck — 1

zu A 11.18:
Figurl: r;=8,i1=1,A;=1+%-8-1=4FE und r;=14,i,=4,A,=4+%-14-1=10FE
2 Randpunkte fallen zusammen, 1 gemeinsamer Randpunkt wird zum inneren Punkt.

r=rp+r—-4=18,i=i,+i,+1=6,A=6+%-18-1=14 FE.
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Figur2: r;=6,i;=1,A;=1+%-6—-1=3FE und r,=14,i,=4, A, =4+%-14-1=10FE
2 Randpunkte fallen zusammen, 2 gemeinsame Randpunkte werden innere Punkte.
r=rp+r—-6=14,i=i,+i,+2=7,A=7+%-14-1=13FE.

Figur3: r;=6,i;=1,A;=1+%-6-1=3FE und r,=8,i,=2,A,=2+%-8-1=5FE
2 Randpunkte fallen zusammen, 2 gemeinsame Randpunkte werden innere Punkte.
r=rp+r—-6=8,i=ip+ip,+2=5A=5+%-8-1=8FE.

zuA11.19:

Figur 1: Der Flacheninhalt der Figur ist 15,5 FE — 2 FE = 13,5 FE. Dabei kann der Flacheninhalt der Figur
innen mithilfe des Satzes von Pick berechnet werden: r,=4,i, =1, A, =1+%-4-1=2FE.

Die Figur auf3en hat r; = 11 Randpunkte und i; = 6 innere Punkte, sodass nach dem Satz von Pick gelten
wirde: A; =6 +% -11 -1 = 10,5 FE, allerdings sind dabei die 4 Randpunkte und der eine innere Punkt der
inneren Figur nicht beachtet, die bzgl. der &ufReren Figur alle innere Punkte waren. Man musste sie also als
innere Punkte zun&achst mitberticksichtigen. Dann wére der Satz von Pick anwendbar.

Figur 2: Die Flacheninhalte der beiden Teilfiguren kdnnen mitilfe des Satzes von Pick berechnet werden:
links: A;=4+%-6—-1=6FE, rechts: A, =2 +% -4 -1 =3FE. Der Flacheninhalt der gesamten Figur ist
9 FE. Dies ergibt sich nur dann mithilfe des Satzes von Pick, wenn man den gemeinsamen Punkt der beiden
Teilfiguren doppelt zahlt.

Figur 3: Die Figur hat einen Flacheninhalt von 6,25 FE + 2,75 FE = 9 FE. Zahlt man die Randpunkte (11)
und die inneren Punkte (6), so wirde dies hach dem Satz von Pick einen Flacheninhalt von
A=6+%-11-1=10,5FE ergeben. Der Satz von Pick ist also nicht anwendbar. (Wenn der Schnittpunkt
der Randlinien ein Gitterpunkt wére, kdnnte man sich wie in Figur 2 behalfen.)

zu A 11.20:

Man braucht nur die als Beispiele angegebenen Formen zu variieren ...
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zZu A11.21:
(1) Figur links: A =10 FE; Figur rechts: A= 12 FE
(2) Figur links: r=10,i=1, Ap =20+r-2=2+10-2=10;
Figurrechts:r=8,i=3, A, =20+r-2=6+8-2=12
(3) Die Formel fiir das Quadratgitter A, = +%DT =1 und die Formel firr das Dreieckgitter Ay =20 +r —2

. . . — T, Y- i 1 — —

unterscheiden sich nur um den Faktor 2: Ay =200 +r -2 =2[{i +5r 1) =2[A,.

Dies ist aber plausibel, denn wenn man statt eines Quadratgitters ein Rautengitter betrachtet, &ndert sich
nichts an der Flacheninhaltsformel, in der ja nur die Randpunkte und die inneren Punkte gezahlt werden —

die gleiche Figur hat dann auf dem Dreieckraster einen doppelt so groRen Flacheninhalt wie auf dem
Quadrat- oder Rautenraster.

Zu A 11.22:

is=1,ip=0,1s=8, 1, =1: A, =20+ +1[1+8)-1=1+2-1=15

(3) Die Formel ergibt sich aus der bzgl. ,i“ und ,r* erganzten Formel fur das Dreieckgitter und anschlieBender
Division durch 6: Ag = ¢ {20 +r —2) =2 i, +ig) +g My +rs) — 3.
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Kap. 12

ZUA12.1:

Dass die beiden Wirfel nicht unterscheidbar sind, &ndert nichts an der Tatsache, dass es sich um zwei
verschiedene Wirfel handelt, es daher einen Unterschied macht, ob beispielsweise das Ergebnis (2|3) oder
das Ergebnis (3|2) auftritt.

ZUA12.2:

(1) 3 mogliche Kombinationen gibt es fur Augensumme 4 und fir Augensumme 10; 4 mogliche
Kombinationen gibt es fir Augensumme 5 und fiir Augensumme 9; 5 mégliche Kombinationen gibt es fir
Augensumme 6 und fir Augensumme 8; 6 mogliche Kombinationen gibt es fir Augensumme 7.

1. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 4, 5, 6 oder 7 fallt.
. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 4, 5, 8 oder 7 fallt.
. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 4, 9, 6 oder 7 fallt.
. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 4, 9, 8 oder 7 fallt.
. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 10, 5, 6 oder 7 fallt.
. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 10, 5, 8 oder 7 fallt.

. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 10, 9, 6 oder 7 fallt.

0 N oo o~ WN

. faire Regel: Man gewinnt, wenn Augensumme 10, 9, 8 oder 7 fallt.

(2) Insgesamt gibt es 44 verschiedene faire Spielregeln
denn man kann die Summe 18 wie folgt aus 5 Summanden bilden:
18 = 1+1+5+5+6 (1 Spielregel)

namlich: 1 moégliche Kombination gibt es fir Augensumme 2 und fiir Augensumme 12; 5 mogliche
Kombinationen gibt es fiir Augensumme 6 und fiir Augensumme 8; 6 mogliche Kombinationen gibt
es fur Augensumme 7. Daher lautet die faire Spielregel: Man gewinnt, wenn Augensumme 2, 12, 6,

8 oder 7 fallt.

18 = 1+2+4+5+6 (16 verschiedene Spielregeln)
18 = 1+3+3+5+6 (8 verschiedene Spielregeln)
18 = 1+3+4+4+6 (4 verschiedene Spielregeln)
18 = 1+3+4+5+5 (8 verschiedene Spielregeln)
18 = 2+2+3+5+6 (4 verschiedene Spielregeln)
18 = 2+2+4+4+6 (1 Spielregel)

18 = 2+2+4+5+5 (2 verschiedene Spielregeln)

namlich: 2 moégliche Kombinationen gibt es fir Augensumme 3 und fir Augensumme 11; 4 mégliche
Kombinationen gibt es fir Augensumme 5 und fur Augensumme 9; 5 mégliche Kombinationen gibt
es fur Augensumme 6 und fir Augensumme 8. Daher lauten die beiden fairen Spielregeln:

Man gewinnt, wenn Augensumme 3, 11, 5, 6 oder 8 fallt. bzw.

Man gewinnt, wenn Augensumme 3, 11, 9, 6 oder 8 fallt. bzw.

18 = 2+3+3+5+5 (2 verschiedene Spielregeln)
18 = 2+3+4+4+5 (8 verschiedene Spielregeln)
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(3) Um faire Spielregeln fur drei oder vier Mitspieler zu bestimmen, muss man Uberlegen auf welche Weise
die Kombinationsanzahlen 12 bzw. 9 erhalten werden kénnen. Hier einige Beispiele

... fur faire Spielregeln fir drei Personen:

A gewinnt mit den

B gewinnt mit den

C gewinnt mit den

Augensummen Augensummen Augensummen
4,5 oder 6 8, 9 oder 10 2,3,7,11 oder 12
(3+4+5 = 12 Kombinationen) (5+4+3 = 12 Kombinationen) (1+2+6+2+1 = 12 Kombinationen)
2,3,40der7 5, 6 oder 10 8,9, 11 oder 12
(1+2+3+6 = 12 Kombinationen) (4+5+3 = 12 Kombinationen) (5+4+2+1 = 12 Kombinationen)
2,4,5o0der9 3, 6 oder 8 7,10, 11 oder 12

(1+3+4+4 = 12 Kombinationen)

(2+5+5 = 12 Kombinationen)

(6+3+2+1 = 12 Kombinationen)

... fur faire Spielregeln fir vier Personen:

A gewinnt mit den B gewinnt mit den C gewinnt mit den D gewinnt mit den
Augensummen Augensummen Augensummen Augensummen
4 oder 7 5 oder 6 8 oder 9 2,3,10, 11 oder 12
(3+6 = (4+5 = (5+4 = (1+2+3+2+1 =
9 Kombinationen) 9 Kombinationen) 9 Kombinationen) 9 Kombinationen)
3,4 oder 5 7,11 oder 12 6 oder 9 2, 8 oder 10
(2+3+4 = (6+2+1 = (5+4 = (1+5+3 =
9 Kombinationen) 9 Kombinationen) 9 Kombinationen) 9 Kombinationen)

ZuA12.3:

Kombinationstabelle fir den 2-fachen Tetraederwurf

[e7] (8] E~N w N

3
4
5
6
7

Bl w|N
gl slw| N
o | Nl ol s

Histogramm zur Wahrscheinlichkeitsverteilung des 2-fachen Tetraederwurfs
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o _ _ 1 2 3 4
(2) Erzeugende Funktion fur den 1-fachen Tetraederwurf: f(X) =% Eﬁlx +1x° +1x° +1x )

Zerlegung des Polynoms in Faktoren: f(x) =¥ - x - (1 + x) - (1 + x?)

Hieraus ergeben sich zwei Méglichkeiten, die Faktoren zu kombinieren:
fx) =% (X" +x2) - % - (xX°+x2) und f(x) =% (x°+x" 12 (x' +x3)

Hierzu gehoren 2er-Glicksrader mit den Augenzahlen (1, 2) und (0, 2) bzw. (0, 1) und (1, 3),

wie man den folgenden Kombinationstabellen entnehmen kann:

0| 2 1] 3

1 (13 0| 1|3

2 | 2| 4 1 (2|4
®3)

11234
1/2/3|4]|5
2|3 |4|5|6
3/4|/5|6 |7
4|56 |78

erzeugende Funktion fur die Augensumme:
f2(x) = 2 Ifix* +1x2 +1x® +1x* | daxt +1x? +1x° +1x°*

= 2 1fIx? +2x% +3x“ +4x° +3x° +2x7 +1x°)

8er-Glicksrad mit 2er-Gliicksrad mit Beschriftung
(1,2,3,3,4,4,5,6)und (1, 2)

Zerlegung der erzeugenden Funktion:
f2(x) = 10X +1x? +2x3 +2x* +1x® +1x°®| 3 gax* +1x?]
=E[(1x2 +2x3% +3x% +4x° +3x° +2x7 +1x8)

(o> B I &) T I & ) I B S I OV )
D | | g W
0 NN O O,

W NN
AW LN

alternative Beschriftung fur zwei 4er-Gliicksrader
(1,2,2,3)und (1, 3, 3, 5)

Zerlegung der erzeugenden Funktion:

f2(x) :%Ehlxl +2x° +1xﬂ[i[t&xl +2x° +1x5]

:étﬁlx2 +2x% +3x* +4x° +3x° +2x’ +1x8)

8er-Gliicksrad mit 2er-Gliicksrad mit Beschriftung
(1.2,2,3,3,4,4,5)und (1, 3)

Zerlegung der erzeugenden Funktion:
fo(x) = 2 Oix* +2x2 +2x° +2x* +1¢° |3 Ofix +1x¢%

= L fix? +2x7 +3x* +4x° +3x° +2x7 +1x?)

(@) F(X) =Ya- (1 +2x +3x2+4x3); f"(X) =Ya- (2 + 6Xx + 12x?), also

P(l)=Ys- (1+2+3+4)=25=p

f(1)=Y%-(2+6+12)=5als002=25+5-2,52=125

ZuA12.4:

Die erzeugende Funktion der Augensumme ist gegeben durch

f(x) =2 fixt +1x% +1x% +1x*) 3 Oix" +1x2 +1x +1x* +1x° +1x°)

=2—14E(1x2 +2x% +3x* +4x° +4x° +4x7 +3x® +2x° +1x1°)

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 79/ 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Aus den verschiedenen Zerlegungen der erzeugenden Funktionen ergeben sich die alternativen
Zufallsgerate, wobei ein 2er-Glicksrad durch eine Miinze ersetzt werden kann, ein 8er-Gliicksrad durch ein
regelmaRiges Oktaeder und ein 12er-Glucksrad durch ein regelmafiges Dodekaeder:

%[(U.X1+1X2+lX3+1X4)|:-é=|:(ﬂ.Xl+1X2+1X3+1X4+1X5+1X6)
+1x2]q15E[ﬂ><1+1x2+2x3+2x4+2x5+2x6+1x7+1x8]
+1x3]E-115Eﬁ1x1+2x2+2x3+2x4+2x5+2x6+1x7]
1+1x“][—1%[ﬁb<l+2x2+3x3+3x“+2x5+1x6]
l+1x2+1x3+2x“+1x5+1x“’+1x7]5§-tﬁb<+1x2+1x3]

FN N N = S =1 S XY S XY SN

TETTEEEE

Y4+2x% +2x° +2x* +1x5]E%

Eﬁ].xl+lx3 +1X5]

= +2x2+1x3]E% l+2x3+2x5+1x7]
= 1+1x2+1x“+1x5][?}E[&><1+1x2+2x3+1x“+1x5]
= 1+1x3+1x“+1x“’][JgE[11><1+2x2+2x3+1x“]
Zufallsgerat 1 Beschriftung Zufallsgerat 2 Beschriftung
Minze 1, 2) Dodekaeder (1,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,8)
Minze 1, 3) Dodekaeder 1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7)
Minze (1, 4) Dodekaeder (1,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5, 6)
3er-Glicksrad (1, 2,3) Oktaeder (1,2,3,4,4,5,6,7)
3er-Gliicksrad (1, 3,5) Oktaeder (1,2,2,3,3,4,4,5)
Tetraeder 1,2,2,3) Hexaeder (1,3,3,5,57)
Tetraeder (1,2,4,5) Hexaeder 1,2,3,3,4,5)
Tetraeder (1, 3,4, 6) Hexaeder 1,2,2,3,3,4)
ZUA12.5:

. 10-faches Wiirfeln mit einem regelmafiigen Hexaeder:
mM=10-3,5=35;02=10-35/12=29,17; 0 = 5,40

— in ca. zwei Drittel der Falle im Intervall zwischen 30 und 40 (exakt: 69,1 %),

— mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 90 % im Intervall zwischen 26 und 44 (exakt: 92,1 %),
— mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95 % im Intervall zwischen 25 und 45 (exakt: 94,8 %)
— mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 99 % im Intervall zwischen 21 und 49 (exakt: 99,3 %).
. 10-faches Wiirfeln mit einem regelmafiigen Oktaeder:
p=10-45=45;02=10-63/12=52,5;0=7,25

— in ca. zwei Drittel der Falle im Intervall zwischen 38 und 51 (exakt: 66,5 %),

— mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 90 % im Intervall zwischen 33 und 57 (exakt: 91,5 %),
— mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95 % im Intervall zwischen 31 und 59 (exakt: 95,4 %),

— mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 99 % im Intervall zwischen 26 und 64 (exakt: 99,3 %).
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Kap. 13

zu A 13.1:

Flacheninhalt der Teilfiguren: Flacheninhalt der Gesamtfigur:
2-(82+%-8-13+%-5-8)=272FE 13-21 =273 FE
2:-(8-21+%-8-13+%-13-21)=713 FE 21-34=714FE

In beiden Fallen hat der ,weil3e Streifen“ einen Flacheninhalt von 1 FE.
Der Flachenanteil betragt 0,37 % bzw. 0,14 % an der Gesamtfigur.

zu A 13.2:

Bei der zweiten Figur hatte das griine Dreieck einen Steigungswinkel von tan'1(8/13) = 31,61°, das hellblaue
von tan™(5/8) = 32,01°. Auch dieser Unterschied von 0,40° ist kaum zu erkennen! Man sieht die gesamte
Figur als Dreieck an, dessen Steigungswinkel sich aus dem Seitenverhaltnis 13:21 ergibt:

tan™(13/21) = 31,76°.

Bei der dritten Figur hatte das griine Dreieck einen Steigungswinkel von tan™(5/8) = 32,01°, das hellblaue
von tan'1(3/5) = 30,96°. Diesen Unterschied von 1,05° kann man vielleicht erkennen! Man sieht die gesamte
Figur als Dreieck an, dessen Steigungswinkel sich aus dem Seitenverhaltnis 8:13 ergibt: tan™(8/13) = 31,61°.

zu A 13.3:

zu A 13.4:

Bei Ratsel 3 hat das hellblaue Dreieck Katheten mit den Langen 5 LE und 3 LE; ein solches Dreieck tritt hier
in der Figur nicht auf (hier hat eine Kathtete die Ladnge 3 LE und die Hypotenuse die Lange 5 LE. Das griine
Dreieck hat in Réatsel 3 Katheten mit den Langen 5 LE und 8 LE; hier hat die Hypotenuse die Léange 8 LE
und eine Kathtete die Lange 5 LE. Entsprechendes gilt fur die Abbildung aus Ratsel 1.

Bei den hier betrachteten Figuren treten fast-dhnliche Dreiecke auf, bei denen das Verhéltnis der L&nge
einer Kathete zur Lange der Hypotenuse benachbarte Fibonacci-Zahlen sind; die zugehdrigen Winkel
kénnen mithilfe der Umkehrfunktion des Sinus berechnet werden:

Si”_l(gj =36,87°; Sin‘l(gj =~ 38,68° ; Sin'l(%j = 37,98°; Sin'l(]é—ij =38,25°; ...
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zu A 13.5:
fn = fn = 1 = 1 = 1 = 1 = \/5_120,382;
fn+2 fn +fn+1 fn +fn+1 1+fni+l 1+ 2 \/g +1 \/g +1

fn fn \/g_l \/g—l

] =20,905157...°

tan™ V5-1
J5 +1

zu A 13.6:

Die beiden dunkelgriin gefarbten Dreiecke haben jeweils einen Flacheninhalt von %2 - 3 - 7 = 10,5 FE. Die
beiden violett gefarbten Dreiecke haben jeweils einen Flacheninhalt von %2 - 2 - 5 =5 FE. Die beiden
blaugriin gefarbten Gnomone haben jeweils einen Flacheninhalt von 14 FE.

Addiert man diese Flacheninhalte, so kommt man insgesamt auf einen Flacheninhalt von
2-(10,5+5+14) =59 FE.

Beachtet man nur die Breite der Grundseite und die Héhe der beiden Figuren, dann ergibt sich in beiden
Fallen ein Flacheninhalt von %2 - 10 - 12 = 60 FE.

Die violett gefarbten rechtwinkligen Dreiecke haben einen spitzen Winkel von tan™(2/5) = 21,80°, die
dunkelgriin geféarbten von tan'1(3/7) = 23,20°.

Bei genauem Hinsehen erkennt man, dass die ,Schenkel” des gleichschenkligen Beinahe-Dreiecks in der
1. Figur nach innen und bei der 2. Figur nach auf3en geknickt sind. Wirde man bei der 1. Figur die
Eckpunkte miteinander verbinden, dann wirde auf beiden Seiten ein sehr schmaler weil3er Streifen sichtbar
werden; dieser hat jeweils einen Flacheninhalt von % FE, wie sich aus der Differenz 60 FE — 59 FE ergibt.

Auch bei der 2. Figur sind 59 FE gefarbt, addiert man die Fl&acheninhalte der beiden weil gelassenen
Quadrate hinzu, so ergibt sich hier eine Flache von 61 FE. Gegenuber dem gleichschenkligen Dreieck mit
Grundseite 10 LE und H6he 12 LE kommen hier auf beiden Schenkeln die bei der 1. Figur festgestellten
Streifen von jeweils ¥2 FE hinzu.

zZu A13.7:
In beiden Figuren werden folgenden vier Puzzlestiicke verwendet:

— Hellblaues rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten der Lange 5 LE und 13 LE, also einem
Flacheninhalt von ¥ - 5 - 13 = 32,5 FE. Der spitze Winkel hat eine WinkelgroRe von tan™(5/13) = 21,04°.

— Rotes rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten der Lange 8 LE und 21 LE, also einem Flacheninhalt von
1 - 8 - 21 = 84 FE. Der spitze Winkel hat eine WinkelgréRe von tan™(8/21) = 20,85°.

—  Gelbes rechtwinkliges Trapez mit den Grundseiten 34 LE und 13 LE und der H6he 8 LE, also einem
Flacheninhalt von 34 - 8 — % - 21 - 8 = 188 FE. Der spitze Winkel hat eine Winkelgré3e von
tan™(8/21) = 20,85°, d. h., das rote Dreieck und das gelbe Trapez erganzen sich zu einem Rechteck.

—  Grunes rechtwinkliges Trapez mit den Grundseiten 34 LE und 21 LE und der H6he 8 LE, also einem
Flacheninhalt von 34 - 8 — % - 13 - 8 = 220 FE. Der spitze Winkel des gegeniiber einem Rechteck
fehlenden rechtwinkligen Dreiecks hat eine WinkelgréRe von tan™(5/13) = 21,04°, d. h., das blaue
Dreieck und das griine Trapez ergdnzen sich zu einem Rechteck.

Die erste Rechteckfigur hat einen Flacheninhalt von 13 - 55 = 715 FE, die zweite von 21 - 34 = 714 FE. Der
Unterschied von 1 FE kommt durch die nicht genau zueinander passenden schradgen Randlinien der beiden
Trapeze und Dreiecke zustande.

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 82/ 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Kap. 14

zu A 14.1:

Male 69 LE x 61 LE: Nach Angabe haben die Quadrate die Seitenlangen 2, 5, 7, 9, 16, 25, 28, 33, 36 LE.
Die Seitenlangen lassen sich dann von innen nach auf3en gehend identifizieren.

Beispiele fiir horizontale Schnitte durch die Figur (von links nach rechts notiert):

36 LE (gelb) + 33 LE (griin) =69 LE; 25 LE (griin) + 16 LE (blau) + 28 LE (rot) = 69 LE.
Beispiele fir vertikale Schnitte durch die Figur (von oben nach unten notiert):

36 LE (gelb) + 25 LE (grun) = 61 LE; 33 LE (griin) + 28 LE (rot) = 61 LE.

MaRe 57 LE x 55 LE MaRe 65 LE x 47 LE
zu A14.2:
c=x+1 d=c+1=x+2 e=d+1=x+3 b=c+x=2x+1
g=(e+1)—-x=4 f=z=e+g=x+7 a=f+g=x+11
Breite oben: a + b =3x + 12 Breite unten: f+ e +d = 3x + 12
Hohe links: a + f=2x + 18 Hohe rechts:b+c+d=4x+4

2X+18=4x+4 = x=7
a=18;b=15;¢c=8;d=9;e=10;f=14;9g=4;x=7 (Format: 33 LE x 32 LE)

zu A 14.3:

(1) 33x32-Rechtecks aus Abb. 14.3: (18,5)(7,8)(14,4)(10,1)(9)

(2) 57x55-Rechtecks aus Abb. 14.5a: (30,27)(3,11,13)(25,8)(17,2)(5)
(3) 65x47-Rechtecks aus Abb. 14.5b: (25,17,23)(11,6)(5,24)(22,3)(19)
zu A 14.4:
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h=x+1 c=h+1l=x+2 d=c+1=x+3 b=c+h=2x+3
e=x+g f=e+g=x+2g a=f+g=x+3g
Ausa+g=b+h+xergibtsich: x+3g+g=2x+3+x+1+X < 49=3x+4.

horizontal liegende Quadrate:a+b=x+3g +2x+3 =3x + 3g + 3 und
f+te+d=x+2g+x+g+x+3=3x+3g+3

vertikal liegende Quadrate: a + f = x + 3g + x + 2g = 2x + 5g und
b+c+d=2x+3+x+2+x+3=4x+8

Aus 2x + 5g = 4x + 8 ergibt sich: 59 = 2x + 8.
Da5-4g=15x + 20 =4 - 5g = 8x + 32 folgt:

7x =12, also x = 12/7 und weiter:
59 =24/7 +8=280/7,d. h.g=16/7; h=19/7;
c=26/7,d=33/7;b=45/7, e =4;f=44/7,a = 60/7.

Wahlt man fir das kleinste (weiRe) Quadrat die
Seitenlange 7 LE, so ergeben sich die Seitenlangen:

a=60LE,b=45LE, c=26LE, d=33LE,
e=28LE,f=44LE,g=16 LE, h=19 LE und
x =12 LE, vgl. Grafik rechts.

Format: 105 LE x 104 LE

Beschreibung mithilfe der Bouwkamp-Notation: (60,45)(19,26)(44,16)(12,7)(33)(28)

f=x+h g=x+f=2x+h a=g+x=3x+h e=f+h=x+h+h=x+2h
d=e+1=x+2h+1 c=d+1=x+2h+2 b=c+1=x+2h+3

vertikal liegende Quadrate: a+ g =3x + h +2x + h =5x + 2h und
b+te=x+2h+3+x+2h=2x+4h+3 sowie c+d=x+2h+2+x+2h+1=2x+4h+3

Hieraus kann man die Bedingung 5x + 2h =2x + 4h + 3 = 3x = 2h + 3 gewinnen.

horizontal liegende Quadrate:a+b+c=3x+h+x+2h+3+x+2h+2=5x+5h+5und
g+f+e+d=2x+h+x+h+x+2h+x+2h+1=5x+6h+1

Hieraus folgt: 5x + 5h + 5=5x+6h + 1 <« h =4.

Aus 3x = 2h + 3 ergibt sich: 3x = 11, also x = 11/3,
und weiter: a = 15, b = 44/3, ¢ = 41/3, d = 38/3,
e = 35/3, f=23/3, g = 34/3.

Wahlt man fur das kleinste (wei3e) Quadrat die
Seitenlange 3 LE, so ergeben sich die Seitenlangen:

a=45LE,b=44LE, c=41LE, d=38LE,
e=35LE,f=23LE,g=34LE, h=12 LE und
x =11 LE, vgl. Grafik rechts.

Format: 130 LE x 79 LE

Beschreibung mithilfe der Bouwkamp-Notation: (45,44,41)(3,38)(12,35)(34,11)(23)
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h=x+1 g=h+x=2x+1 f=zg+x=3x+1 d=f+g=5x+2 e=f+d=8x+3
c=d+g+h=5x+2+2x+1+x+1=8x+4

b=c+h+1=8x+4+x+1+1=9x+6 a=b+1=9x+7

vertikal liegende Quartale: a+e=9x+7 +8x+3=17x+10 und b+c=8x+4+9x+6=17x+10

horizontal liegende Quadrate: a+ b =9x + 7 + 9x + 6 = 18x + 13 und
e+d+c=8x+3+5x+2+8x+4=21x+9

Hieraus folgt:
18x+13=21x+9 « 3Xx=4 = x=4/3

und weiter: h=7/3,g=11/3,f=15/3,d = 26/3, e =
41/3, c = 44/3, b =54/3, a = 57/3.

Wahlt man fir das kleinste (weiRe) Quadrat die
Seitenlange 3 LE, so ergeben sich die Seitenlangen:

a=57LE,b=54LE, c=44LE, d =26 LE,
e=41LE,f=15LE,g=11LE, h=7 LE und
X = 4 LE, vgl. Grafik rechts.

Format: 111 LE x 98 LE

Beschreibung mithilfe der Bouwkamp-Notation:
(57,54)(3,7,44)(41,15,4)(11)(26)

g=x+1 e=g+1l=x+2 f=g+e=2x+3 a=f+g+x=4x+4
d=f-x=x+3 c=h+d=h+x+3 b=c+h=2h+x+3
atx=b+he4x+4+x=2h+x+3+h < 4x+1=3h,also: h=4/3-x+1/3

also: c=4/3-x+1/3+x+3=7/3-x+10/3 und b=2-(4/3-x+1/3) +x+3=11/3 - x+11/3

vertikal liegende Quadrate: a+f=4x+4+2x+3=6x+7 und
b+c=11/3-x+11/3+7/3-x+10/3=6x+7

horizontal liegende Quadrate: a+b =4x +4 + 11/3 - x + 11/3 = 23/3 - x + 23/3 und
f+te+d+c=2x+3+x+2+x+3+7/3-x+10/3=19/3-x+ 34/3

Hieraus folgt: 23/3 - x + 23/3=19/3 - X + 34/3 = 4/3 - x=11/3 = x=11/4

und weiter:

a=60/4, b =55/4, c =39/4, d = 23/4, e = 19/4,
f=234/4, g =15/4, h =16/4

Wahlt man fur das kleinste (wei3e) Quadrat die
Seitenléange 4 LE, so ergeben sich die Seitenlangen:

a=60LE,b=55LE, c=39LE,d=23LE,
e=19 LE,f=34LE,g=15LE, h=16 LE und
x =11 LE, vgl. Grafik rechts.

Format: 115 LE x 94 LE

Beschreibung mithilfe der Bouwkamp-Notation:
(60,55)(16,39)(34,15,11)(4,23)(19)
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zu A 14.5;

(1) (56,41)(17,24)(40,14,2)(12,7)(31)(26), (2) (51,47)(8,39)(35,11,5)(1,7)(6)(24)

(3) (50,48)(7,19,22)(45,5)(12)(28,3)(25) (4) (43,29,40)(19,10)(9,1)(41)(38,5)(33).

zu A 14.6:

Dem kleinen roten Quadrat im linken unteren Viertel der Figur wird die Seitenlédnge 1 LE zugeordnet.
m=n+1 l=m+1=n+2 k=1+1=n+3
p+tn=k+1<p+n=n+3+1-p=4

o=n-p=n-4

g=0-p=n-4-4=n-8

a=m+n+o0o=n+1+n+n-4=3n-3

In der rechten unteren Ecke der Figur ergeben sich folgende Zusammenhénge:
e=u+x f=ze+x=u+2x g=f+x=u+3x cC=u+e=2u+x
h=g-v=u+3x-v s=h—-v=u+3x-2v
ttu=v+g+x=v+UuU+3X+XxX < t=v+4x

r+s=t+v,alsor+u+3x—2v=v+4x+v,d. h.r=4v—-u+x
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d=r+t=4v+x—-u+v+4x=5v+5x—-u
b=c+d=2u+x+5v+5x—u=u+6x+5v

Im Zusammenhang mit den zuerst betrachteten Quadraten ergibt sich:
h+s+g=p+k,alsou+3x—v+u+3x—-2v+n-8=4+n+3 = 2u—-3v+6x=15
. horizontal liegende Quadrate:

at+b=3n-3+u+6x+5v
m+n+o+d+c=n+1l+n+n—-4+5v+5x—u+2u+x=3n+5v+6x+u—3
[+k+h+g+f=n+2+n+3+uUu+3x—-v+u+3x+u+2x=2n+3u+8x—-v+5
Hieraus ergibt sich die Gleichung:

3n+5v+6x+u—-3=2n+3u+8Xx—-Vv+5 < n-2u+6v—-2x=8

. vertikal liegende Quadrate:

atm+1=3n-3+n+1+n+2=5n
b+d+t+g=u+6x+5v+5v+5x—u+v+4x+u+3x=u+18x + 1lv
b+tc+e+f=u+6x+5v+2u+x+u+x+u+2x=>5u+10x + 5v

Hieraus ergeben sich zwei Gleichungen:

5n=u+18x+11v « -5bn+u+ 11lv+18x =0

u+18x+1lv=5u+10x+5v « -4u+6v+8x=0

Das lineare Gleichungssystem hat die Lésungn=11,u=6,v=2und x =1,5.

Hieraus folgt: a =30, b=25,¢=13,5,d=11,5,e=7,5,f=9,9g=10,5,h=8,5k=14,1=13, m = 12,
0=7,p=4,9g=3,r=3,5,s=6,5,t=8.

Wahlt man fur das kleinere rote Quadrat die Seitenlédnge 2 LE, dann ergeben sich folgende ganzzahlige
Seitenléangen:

a=60LE,b=50LE,c=27LE,d=23LE,e=15LE,f=18LE,g=21LE, h=17LE, k=28 LE, | =26 LE,
m=24LE,n=22LE,0=14LE,p=8LE,q=6LE,r=7LE,s=13LE,t=16 LE,u=12LE,v=4 LE und
x =3 LE.

zu A 14.7:
30 27
VA 13
25
15
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zu A 14.8:

18

14

"

10 9

Gesamtlange: 168 LE

30

25

30

25

27

27

Gesamtlange: 290 LE

23
25
22 24
36 33
36 33
5
1
3]s
71 7
25 28
25 7
16
25 28

Gesamtlange: 330 LE

25

22

25

22

17 23
23
17
8 6 |8
3
o[
5
22 24
19
24

Gesamtlange: 296 LE
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Kap. 15

zu A 15.1:.
Problem 1:

r{110| 1/9 | 18 | 1/7 | 1/6 | 1/5 | 1/4 | 3/10 | /3| 2/5 | 1/2

X | 9/91 | 8/73 | 7/57 | 6/43 | 5/31 | 4/21 | 3/13 | 21/79 | 2/7 | 6/19 | 1/3

Problem 2:

r| 1/10 1/9 8 |17 | 16 |15 14 |13 3/7 |1L2|3/5| 213 3/4

X | 36/121 | 8/25 | 28/81 | 3/8 | 20/49 | 4/9 | 12/25 | 1/2 | 12/25 | 4/9 | 3/8 | 8/25 | 12/49

zu A 15.2:

Man beachte, dass in Formel 15.3 die Variable x fir die Krimmung des zu bestimmenden Kreises
verwendet wird, bei der Losung der beiden Probleme steht die Variable x fir den Radius des Kreises. Daher
wird hier die Variable z fir die Krimmung des zu bestimmenden Kreises verwendet.

. Problem 1

Gegeben ist ein Kreis mit Radius r und ein Kreis mit Radius 1 — r sowie der duf3ere Kreis mit Radius 1. Dann
gilt fir die beiden zu erganzenden Kreise mit Krimmung z gemal Formel 15.3:

{Z_(Li_lﬂlz (E+L_1j2_(i+ 1 *@
r1-r r 1-r rz. (1-r)2

Nebenrechnung:
2
1 1 1-r+r—-r{(d-r) 1-r+r? —r +r2)?
— 4+ —1: ( ): ,a|so 1+i—1 :u
r1-r r1-r) rl-r) r1-r r2l-r)2
1.1 +1= (L-r)2+r2+r2[1-r)2 _1-2r +r2+r2+r2-2r3+yr*
rz (1-r)?2 r2f(l-r)?2 r2fl-r)?
_1-2r +3r2-2r3+r* _ (1-r +r2)2
r2fl-r)? r2l-r)?2
d. h. auf der rechten Seite der quadratischen Gleichung steht null. Die quadratische Gleichung hat also nur
1-r+r2
die Lésung Z = $ Der Radius der zu erganzenden Kreise ist dann gleich dem Kehrwert dieses
r -r

Bruchterms, vgl. Lésung von Problem 1.

. Problem 2

Gegeben ist ein Kreis mit Radius r und zwei Kreise mit Radius x. Der auf3ere Kreis wird zunachst nicht
beachtet. Dann gilt fur die beiden zu ergédnzenden Kreise mit Krimmung z gemanR Formel 15.3:

1 1 1\F 1 1 1¥ (1 1 1
Z-| =+ + 2| =202+ 242 | 4=+ —
r X X r x X r2 x2z x2
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Nebenrechnung:

1 1 1V (1 2 1 4 4
S+ o+ =S+ == —+—
r x X r x r2 rx x2

(1 1 1)2 (1 2)_1 4 4 1 2 4 2 2[2x+r)
Z++ = - Bt A - A
r X X

Die beiden Lésungen der quadratischen Gleichung sind

21:1+g+ M und 22:14_2_ M’
r x V rx2 rx rx2

wobei fur die negative Losung z, gilt: z, = -1, denn der dul3ere Kreis hat den Radius 1.

Es gilt also —1:E+_— ,m’d' h. ,4m2X+r) =E+g+1: X +2r +I’X'
r X rx2 rx2 r X rx

Quadrieren der beiden Seiten der Gleichung ergibt:

4[(2x+r1) _ (X +2r +rx)?
rx2 r2x2

= Ar- (2x+1) = (X + 2r +rx)?

= 8rX + 4r2 = x2 + 4r2 + r2x2 + 4rx + 2rx? + 4r2x
= 4rx — 4r2x = x2 + r2x2 + 2rx?

s Arx-(1-r=x2-(1+2r+r?

= 4r-(L-r)=x-(1+r)

vgl. Lésung von Problem 2.

zu A 15.3:
. Descartes-Tripel (5 ; 8 ; 8)

Wahlt man rs = 360/3 = 120 LE fur den &uBeren Radius, dann ist r; = 360/5 = 72 LE (blau);
r, =r3 = 360/8 = 45 LE (grun, gelb), dann ist r, = 360/45 = 8 LE (rot).

weitere Radien: rg = 360/21 = 120/7 LE (pink), r; = 360/12 = 30 LE (hellblau)

. Descartes-Tripel (1 ; 1 ; 4), vgl. Abschnitt 15.5
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Wahlt man r, = 12/1 = 12 LE (gruin), r, = 12/1 = 12 LE (gelb) und r3 = 12/4 = 3 LE (blau), dann ist
r, =12/12 = 1 LE (rot) und rs = 12/0 = o (aul3en).

weiterer Radius (hier nicht eingezeichnet): rs = 4/3 LE (berthrt den gelben bzw. griinen und den blauen Kreis
sowie die Gerade)

. Descartes-Tripel (1 ; 4 ; 9), vgl. Abschnitt 15.5

Wahlt man r; = 252/1 = 252 LE (gruin), r» = 252/4 = 63 LE (gelb) und r3 = 252/9 = 28 (blau), dann ist
r, = 252/28 = 9 (rot) und rs = 252/0 = o (aul3en).

weiterer Radius (hier nicht eingezeichnet): rs = 63/4 LE (beruhrt den griinen und den blauen Kreis sowie die
Gerade)

. Descartes-Tripel (2;3;6)

Wahlt man r5 = 138/1 = 138 LE fur den &uBeren Radius, dann ist r; = 138/2 = 69 LE (gruin);
r, =138/3 = 46 LE (gelb) und r3 =128/6 = 23 LE (blau), dann ist r, = 128/23 = 6 LE (rot).

weitere Radien: rg = 138/2 = 69 LE (blaugrau), r; = 11 (turkis), rg = 14 (pink).

Die Grafik stimmt mit der des Descartes-Tripels (2 ; 2 ; 3) Uberein.

. Descartes-Tripel (3 ; 7 ; 10)

Wahlt man rs = 210/2 = 105 LE fir den &uf3eren Radius, dann ist r; = 210/3 = 70 LE (grin);
r, =210/7 = 30 LE (gelb) und r; = 210/10 = 10 LE (blau), dann ist r, = 210/42 =5 LE (rot).

weitere Radien: rg = 210/6 = 35 LE (blaugrau), r; = 210/15 = 14 LE (hellblau),
rg = 210/27 = 70/9 LE (pink).

Die Grafik stimmt mit der des Descartes-Tripels (3; 6 ; 7) uberein.
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. Descartes-Tripel (8 ;9 ; 9)

Wahlt man r5 = 504/4 = 126 LE fur den &uReren Radius, dann ist r; = 504/8 = 63 LE (gruin);
r, =r3 = 504/9 = 56 LE (blau, gelb), dann ist r, = 504/56 = 9 LE (rot).

weitere Radien: kg = 504/17 LE (blaugrau/hellblau), k; = 504/20 = 126/5 LE (pink)

zu A 15.4:

(1) Die Anordnung der Kreise ist punkt- und achsensymmetrisch
r, =r, =rz3=1(griin, gelb, blau)

Losen der Descartes-Gleichung liefert X =3 £ 2 B/§ also

1

1
r =— - -
‘T 3+203 3-20G/3

L2 [(U-+1+ (3-2 B/§))—1: 2,072, also fs = 0,483 (hellblau).
r

6

(2) ry =1, =5 (griin, gelb), r; = 8 (blau)

= 01547 (rot)und r, =- = 21547 (aul3en)

Losen der Descartes-Gleichung liefert

X:(1+1+1) E{/191 1[«11 11_21,,4/9 21,24
5 5 8

58 40 100 40 40

Hieraus ergibt sich r, = g = 0,889 (rot) und r, = 4?0 =13,333 (aul3en).

gesucht: zwei Kreise, bereits Radius des
welche die folgenden bekannter X, =2 [ﬂkl +k, + k3) =X, neu bestimmten
drei Kreise beriihren Kreis Kreises
griin (5), blau (8), 2[€1+1_3]_1 _3 10 _ 33 (heliblau
auBen (40/3) gelb (5) 5 8 40) 5 10 3

grun (5), gelb (5)

auBen (40/3) au (8) 5 5 40 0

51 =1905 (pink)

(3) ry =6 (grin), r, =5 (gelb), r; =3 (bIau)

1 1 1 1 1 1 1 1Y 161 1 7 1Y
==+ ZH+I4+Z+ 2| e 20— +—|=|—+=| =
62 52 3P x2 6 5 3 X 900 «x? 10 x

1_7 119 _, _ ,,18 _900 _ _ 90 504000
X2 Bx 900 17 © 119 17° 119

also r,=0,672 und r5=11,260
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gesucht: zwei Kreise, bereits Radius des
welche die folgenden drei bekannter X, =2 [ﬂkl +k, + k3) =X, neu bestimmten
Kreise beriihren Kreis Kreises
gran (6), blau (3), 2 l.,.;_ 1 —;=0622
aulen (11,260) gelb (5) 6 3 11260) 5 1,607 (hellblau)
blau (3), gelb (5), ) oflil o1 V1 5700 .
auBen (11,260) gran (6) 3 5 11260) 6 1,384 (pink)
grin (6), gelb (5), 2 1,1 1 _120222
auRen (11,260) blau (3) 6 5 11260) 3 4,497 (blaugrau)

zu A 15.5:

(1) Aus den Krimmungen der sich berihrenden Kreise k; =14, k, =15 und kz =11
ergibt sich gemaR Formel 15.5:

(14 +15+ 11)i 2[3/1415+1411+15011 =40 + 2 [3/529 = 40 + 46, also k4 = -6 (Krimmung des
auleren Kreises) und ks = 86.

Hieraus ergeben sich mithilfe von Formel 15.4 die Krimmungen der benachbarten Kreise:
2 (14 + 15 -6) — 11 = 35 (berlhrt die Kreise mit den Krimmungen k3, ko und ky),
2 (14 + 11 - 6) — 15 = 23 (berlhrt die Kreise mit den Krimmungen kj, ks und k4) usw.

(2) Aus den Krimmungen der sich berihrenden Kreise k; =8, k, =8 und ks =5
ergibt sich gemaR Formel 15.5:

(8+8+5)+2E/8B+86+8 =21+ 2[3/144 = 21+ 24, also k, = -3 (Kriimmung des &uReren
Kreises) und ks = 45.

Hieraus ergeben sich mithilfe von Formel 15.4 die Krimmungen der benachbarten Kreise:

2 (8 +8—3) -5 =21 (berthrt die Kreise mit den Krimmungen ki, k> und k),

2-(8+5-3)—-8=12 (bertihrt die Kreise mit den Krimmungen ki, ks und k,) usw.

(3) Aus den Krimmungen der sich berihrenden Kreise k; = 4, k, =12 und k3 = 13
ergibt sich gemanR Formel 15.5:

(4+12+13)+203/402+413+12[13 =29+ 2[3/256 =29+ 32, also k, = -3 (Krimmung des &ueren
Kreises) und ks = 61.

Hieraus ergeben sich mithilfe von Formel 15.4 die Krimmungen der benachbarten Kreise:
2 (12 + 13 - 3) — 4 = 40 (berlhrt die Kreise mit den Krimmungen k», ks und ky),
2-(13+4-3)-12 =16 (berhrt die Kreise mit den Krimmungen ks, ks und k4) usw.

zu A 15.6:

In Beispiel 2 ist r :1 und r, :}.
2 3

I
\l

1
Fur die Krimmung der beiden benachbarten Kreise K, ergibt sich: —
rIl

Wl |
mh—\||a
I\J\l—\lH

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 93/ 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

We|teri—ﬂ+%—§ 10 undi:g+%—%:1550wei—$ % g—22
3 s 2 s 3 & 2 v 3 5 2
+1)2 +1)2
Allgemein: = =(n 11) +%—(n 11) =(n+1)2+6=n2+2n+7
n+1 3 6 )

und somit die Folge der Kreiskriummungen 6, 7, 10, 15, 22, 31, 42, ...

zu A 15.7:
z. B. Kette 12, 13, 16, 21, ...

Hier ist r = 1/3 (Aul3erer Kreis) und ro = ¥

1 1 1 1
S+ oTe18 2t -Te16; —= e 2m2L
2 2 3 % 12 3 ' 2 1 3
R
v 2 122 3
2 2

Allgemein: :(ntl) +%—(nt1) =(n+1)2+12=n2+2n+13

M 2 12 3
zu A 15.8:

Gemal Formel 15.4 ergibt sich fir die Krimmung k4 eines Kreises, der die Kreise mit den Krimmungen
ki = n2, ky, = (n + k)2, ks = (2n + k)2 berthrt:

ky=2-(M+(n+k2+2n+k)2)—-0= 2-(n2+n2+2nk + k2 + 4n2 + 4nk + k?), also
ks=4-(@3n2+3nk +k?) mitn, k O IN

Fur n =1 und k = 0 ergibt sich beispielsweise: k; =4 - (3 + 0+ 0) = 12, vgl. Abb. 15.7a.
Furn =1 und k = 1 ergibt sich beispielsweise: ks =4 - (3 + 3 + 1) = 28, vgl. Abb. 15.7b.

zu A 15.9:

Aus der Beziehung K,2+k,2+k,2 =2 [ﬂklk2 +kk, + k2k3) ergibt sich

k2—2 K3 (K1 +ky)) =2 Ky " ky—ki2— k2 = (k3= (kg +Ko))2=2 Ky ky—KkiZ—ky2 + (kg +ky)? =
(ks — (ks + K2))2 = 4 k; -k, also Ky = (K, +k, )+ 2 Ok,

Im Beispiel mit k; = k, = 1 ergeben sich die beiden Losungen k; = 0 bzw. k; = 4

Im Beispiel mit k; = 1 (gelb) und k, = 4 (griin) ergeben sich die beiden Losungen k; = 1 bzw. k; =9, d. h.,
auller dem Kreis mit Radius r; = 1/9 (hellblau) gibt es einen weiteren Kreis mit Radius r3 = 1.

usw.
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zu A 15.10:

Fur das rechtwinklige Dreieck, das bestimmt ist durch die Mittelpunkte des gelb gefarbten und des griin
gefarbten Kreises, gilt:

X2 =(r +r,)2—(r —ry)?, hieraus ergibt sich: x2 =40 [}, alsomit r =2: x2=2[F

Fur den Abstand x der Beriihrpunkte der Kreise mit Radius r und r; gilt au3erdem:

x2=(1-r)?-r2=1-2r,

Hieraus folgt: 1-2r, =21, = r =1, also X =1R/2.

r2

r1

Um dem Mittelpunkt M, (X,]y,) und den Radius r, zu bestimmen, betrachte man drei Dreiecke:
rot: (Y, _%)2 + Xz2 =+ r,)?

grin: (y, —4)° +(GR/2 - x,)" = (G +1,)°

blau: x,” +y,” =(1-r,)?

Umformen dieser drei Gleichungen ergibt

Xo" +Y,  ~h, =Y,

X"y, =, = \/55(2 3V t3l T3
X,” +y,0 =1, =1-2r,

Es gelten also die Gleichungen y, +r, =1-2r,, also y, =1-3r,, sowie
Y+ =20, +2y, +1r, -1, also V2 Ix, -1y, - 1r, =1,

Ersetzt man die Variable y,, so erhalt man hieraus V2 [k, +r, =1, also X, = % M1-r,).
Setzt man dies beispielsweise in die dritte Gleichung x22 + y22 =(1-r,)? ein, so ergibt sich:
101-r,)* +(1-3r,)% =(1-1,)*, also

Lo, +3m 2 +1-6r,+9r," =1, -2r,+1 = U’ -5, =-1 o
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2_10, —_1 _5Y2 -2 _ 1/ 8 ~ i i 4
R = h="7 = (h=3) =55 "1 (559) = r2=0,128 (kleinere der beiden Lésungen)

Hieraus folgt dann: x, = 0,617 und y, = 0,617.

Den Radius kann man auch mithilfe der Descartes’schen Formel (15.3) berechnen — man beachtet dabei die
Beschrankung auf einen Halbkreis nicht.

Einsetzen von k, =5 =2, k, =55 =4 und k; =% = -1 fihrt zu (k, -5)* = +2+/3 , also r, =ﬁ.

Die kleinere der beiden Losungen ist der Radius, der oben berechnet wurde; in der folgenden Abbildung ist
auch der andere beriihrende Kreis eingetragen.

Der Radius des in der Aufgabenstellung rot gefarbten Kreises kann dann mithilfe des Vieta'schen
Wurzelsatzes (Formel 15.4) berechnet werden: Bekannt sind die Radien des gelb ausgefillten Kreises (0,5)
bzw. blau ausgeftillten Kreises (0,128) sowie der Radius des aufReren Kreises (1); eine Losung ist dann
bereits bekannt, ndmlich der Radius des grun gefillten Kreises (0,25):

2 Eﬁﬁ +0’1% —%)—Tgs = 13,657 = ﬁ. Demnach ist also der gesuchte Radius 0,073 LE!
zu A 15.11:

Abb. links: Fur die Diagonale des Quadrats gilt: V2 =2r M+ \/E) und weiter
r = \/E = \/E EQN/E _1) =1-
2[1+~/2) 2

13/2=0,293.

0,25 r

Abb. rechts: Im rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse gleich der Verbindungsstrecke zwischen dem
Mittelpunkt des Halbkreises und dem Mittelpunkt des kleinen Kreises rechts ist, gilt:

1o a2 —(1_p\2 2,3, -3 3)2-3 -3 _3 -
G+r)+ri=(G-r)aso re+3r=2 - (r+3)?=2 - r=2-2=0116.

zu A 15.12:
Fur den Radius R =1 des Viertelkreisbogens (= Seitenlange des Quadrats) gilt:

1 _ 42
1+42  (V2+1(/2-1)

1=r +r, V2, also r = =J2-1= 0,414
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und weiter fur die Diagonale des Quadrats V2 =1 + (r, + 1, - V2), also

L =Y2ol. (2-1
2 1+42 (2+pW/2-2)

=(W2-12=3-203/2=0172

zu A 15.13:

v

rechtwinkliges Dreieck mit roter Hypotenuse: (1-r,)? +(%)2 = (1+r1,)*, also 4r, = < und somit r, = %

rechtwinkliges Dreieck mit griiner Hypotenuse: (% +%)2 +a? =1 also %az +%a =%

2,2,-3 12 =16 _ o=
< a+5a_5@(a+5) 25 a

ul|w

rechtwinkliges Dreieck mit blauer Hypotenuse: (a+r,)” + (%)2 =(1-r,)?, und mit a =% ergibt sich:

16
=2 r2

— 39 — 39
527700 © 2730

~ 100 ~ 320

zu A 15.14:

Zwischen der Diagonale des Quadrats (Lange \/E LE) und dem Radius r des rot geféarbten Kreises gilt der
Zusammenhang: 2r, +2[{1-2r)) = V2, also 2r, =2 -2, d.h. n=1-20Q/2=0293
Verbindet man beispielsweise den linken oberen Eckpunkt des Quadrats mit dem Mittelpunkt eines kleinen

Kreises (hier dann oben rechts), dann ist dies die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten der Seitenldnge x und 1 — x und einer Hypotenuse der Lange 1 —r,. Daher gilt

X2 +(@1-x)? =(1-1,)* = 2x*-2x+1=(1-r1,)°
Fur die Diagonale des groBen Quadrats gilt: 2[f +2[f, + 2[X /2 =42 , also

r, =%x/§—(l—iﬂ/§)—x 3/2 = (/2 -1) - x 3/2 und demnach

2
1-r, =x{2 +(2—\/§) und weiter
(1-1,)? =2x2 +2[2-2) /2 X + (6 -4 3/2) = 2x? + (4 3/2 - 4) (X + (6 - 4 [4/2)
Setzt man den rechts stehenden Term und den oben erhaltenen gleich, so ergibt sich:
2x2 —2x +1=2x>+(4 G2 - X +(6-43/2) -
(43/2-2)x =4E/2 -5, also

X_4B6—5
43/2 -2

rn,=(W2-1)-101-63/2)3/2 =2 13/2-1=0160

=1 [11-63/2)=0180, also

Losungen 2. Auflage gesamt — Seite 97 / 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1
zu A 15.15:
rechtwinkliges Dreieck OAM, (rot): (2)* +1,° =(1-r)? also 2 +r° =1-2r+r® = 2 =2 - =2
Weitere rechtwinklige Dreiecke (blau):
OBM,: OB? +BM,” =OM,” = (1-r,)? +BM,* = (1+r,)?
BCM,: BC? +BM,” =CM,” ~ r,° +BM,” =(1-r,)?
Auflésen der beiden Gleichungen nach BM22 und gleichsetzen:
BM22 =(A+1,)° -(A-r,) =(1-1,)* - r22 und weiter
142, +1,7 =1+2r, -1, =1-2r,+1," -1, = 6r,=1 = r,=1

rechtwinkliges Dreieck OAM; (gruin): (%)2 +(1-r3)2 = (1+7r,)%,also

1 _ 2 _ 2 -1 -1
2 H1-20 40" =142 40" - A= - 13 =4

zu A 15.16:

/JS k\é\/é

Gleichglltig, welche der Lagen der Kreise man betrachtet, gilt: Die 5 Kreise nehmen die Flache
A = T[(s? + 4r?) ein.

Die Diagonale des Quadrates hat die Lange \/E; sie setzt sich zusammen aus je zweimal der L&nge des
Radius r und des Radius s sowie je zwei halben Diagonalen in den kleineren Quadraten in den Ecken; diese

Strecken haben die Lange r [«L/E Insgesamt gilt also: 2 [k [{/E +20+2[% = \/E .

Aus dieser Bedingung kann man einen Term fur s herleiten: s = % [{/E —(\/E +1) [ und nach Einsetzen
erhéalt man dann eine quadratische Funktion
A(r) = ms? + 4r?) = IT[Q%—(2+\/§)R +(7+203/2) l]z),
deren Graph eine nach oben geéffnete Parabel darstellt. Die grof3ten Werte werden am rechten oder linken
Rand der Definitionsmenge des Problems angenommen.
Daher bestimmen wir diese Definitionsmenge:
(1) Der Kreis mit Radius s berlhrt die Quadratseiten, d.h. s = 0,5 LE. In diesem Fall gilt

J2-1 _ (2-pW2-1) _3-22
22+ 2W2+pW2-1) 2

(2) Die vier Kreise in den Quadratecken beriihren einander, d.h. r = 0,25 LE, d.h. die Definitionsmenge bzgl.
der Variablen rist: 0,086 <r < 0,25

Die Funktionswerte an diesen Stellen sind: A(0,086) = 0,878 FE bzw. A(2,5) = 0,819 FE, d. h., das
Maximum wird in dem Fall angenommen, dass der innere Kreis die Quadratseiten beruhrt.

202 +1)@ +2M5=+2,also r = = 0,086
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Bleibt noch zu berechnen,

1

— welche Flache bedeckt ist, wenn die finf Radien gleich grof3 0o
sind. Dann gilt: (ZB/E +4)[1 = V2 und daher 08 LN

r=s W2 —1) = 0,207 mitA=0,674 FE. o7

06
05

— wo das Minimum der Bedeckung liegt. Aus der Grafik kann
man ablesen, dass dieses Minimum bei r = 0,174 liegt. Den
exakten Wert findet man, indem man den Scheitelpunkt der
gquadratischen Parabel bestimmt. Dieser liegt bei 0

+
r =% = 0,1737, Vgl die rechte Grafik oben. 00‘0& 01 012 014 016 018 02 022 024 026

04

03
02

zu A 15.17:

Figur Mitte: Der groRRe Kreis ist der Inkreis des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlange 1, d. h., sein Radius
ist ein Drittel so grof3 wie dessen Hohe, also S =% 3 . Tangenten durch die BerUhrpunkte trennen vom

groRen gleichseitigen Dreieck kleinere gleichseitige Dreiecke ab. Fir die Eckkreise gilt, dass sie Inkreise
dieser ,restlichen” gleichseitigen Dreiecke sind, also einen Radius r besitzen, der ein Drittel so grol3 ist wie

die Hohe dieser gleichseitigen Teildreiecke, also: r =+ [} /3 = = 3/3 = 0,096 .

Fur die bedeckte Flache gilt daher: A = 77[{z [B+3 31 [B) = 7[} , das ist 80,6% der Gesamtfliche von
ADreieck = % E/g '

Figur rechts: Hier sind alle Kreise gleich groR3; sie sind Inkreise der 4 gleich groRen gleichseitigen Dreiecke,
die man bei Einzeichnen der Tangenten durch die Bertihrpunkte erhalt. Hier gilt also: r = % [{/§ d. h.

A= % Ut; der bedeckte Anteil betragt demnach 60,5%.

Figur links: Verbindet man die Mittelpunkte der drei grof3en Kreise miteinander, so entsteht ein
gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlange 2r. Féllt man dann die Lote von diesen Mittelpunkten auf die
Dreieckseiten, dann kann man ablesen: Die Hohe des Ausgangsdreiecks ist so gro3 wie die Héhe des innen

liegenden Dreiecks der Mittelpunkte plus r (unten) und plus 2r (oben), also: %E{/g =r +2—2r [{E +2r . Nach r

aufgelost ist dies: r =$.

Bevor man jetzt etwas mihsam den Rdius des innen liegenden
Kreises bestimmt, sollte man doch eher die geometrische Situation
allgemein betrachten:

Man kann stets die Eckkreise mit Radius r als Inkreise von
gleichseitigen Dreiecken auffassen, die durch die Tangenten durch die
Beruhrpunkte mit dem Mittenkreis entstehen.

Dann gilt fiir die Hohe h dieser Eck-Dreiecke: h = 3r . s

Der Abstand des Mittelpunkts des Ausgangsdreiecks von den drei
Eckpunkten des Dreiecks (Radius des Umkreises) betragt

h+S:%m%[{/§):%[{/§,also S:%E/§—3r

Demnach gilt fur den Giberdeckten Teil des gleichseitigen Dreiecks:

_ 2 2\ 2 1 _ 2y — 2,1 _ 2y — 2,1 _
A=73r2 +s?) = 73r? +(A3/3 -3r)?) = 7[Br? + 1 -20/3 0 +9r?) = 712r* +1 -2 G/3 1),
Es sich also um den Funktionsterm einer quadratischen Funktion mit der Variablen r:
A=1277[r?-1R/30 +L
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Das Minimum der Funktion liegt bei r = % E{@ = 0,144, also fir den Fall vor, dass vier gleich grof3e Kreise
gezeichnet werden. Das Maximum der Funktion muss an einem der beiden Randwerte der Definitionsmenge

liegen. Diese Definintionsmenge ist gegeben durch das Intervall % [{/§ =0,096 <r < % ﬂ\/g -1)=0,183.

Aus der folgenden Abbildung ist zu erkennen, dass die maximale Bedeckung vorliegt, wenn zunachst der
Inkreis des gleichseitigen Dreiecks gezeichnet wird und dann in die Ecken jeweils die kleineren Kreise.

90%

85%

80% LN

75%

70%
65%
N_a——‘/

60%

55%

50% T T T T
0,09 0,0 0,11 0,22 0,13 0,24 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19

zu A 15.18:

Bezeichnet man die Dreiecksseiten (wie Ublich) mit a (kurze Kathete), b (lange Kathete) und ¢ (= 1 LE), dann
gil: a® +b? =1, auBerdem gilt fiir den Flacheninhalt: (2r)? +4 k@b =1. Weiter gil: b =a +2r , also

(2r)? = (b -a)? =b? —2ab +a’. Diese Gleichungen sind nicht unabhangig voneinander, wie man sieht,

wenn man in die Gleichung fur den Flacheninhalt einsetzt: b? —2ab +a” + 2ab =1.
Weiter hilft hier die Formel fir den Radius eines Inkreises im rechtwinkligen Dreieck: r = % a+b-c).

Einsetzenin b =a+2r ergibt: b=a+(a+b-1), also 2a =1, d. h., es handelt sich bei den Dreiecken um

halbe gleichseitige Dreiecke. Folglich gilt b =% 3 und somit
r=12+i03-)=1020/3-1)=10J3-1)=0183.
Hinweis zur Inkreis-Formel: Fir den Flacheninhalt A eines rechtwinkligen Dreiecks mit Inkreis-Radius r gilt
A=20 & +28 0 Q+r2=x@+yQ+r®. y
Dies ist einerseits gleich

A=(XO+r2)+(yd +r3)-r2=(x+r)@d +(y +r)@ -r?

-
—alt +bt -r? rjr

X r

andererseits gleich A=(x+y)® +r? =c [ +r?, also gilt:

alt+b@-r®=c+r? also a+b-r=c+r - a+b-c=2r,d.h.r =21[{a+b-c)
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zu A 15.19:

rechtwinkliges Dreieck mit blauer Hypotenuse: (£ +1,)* +(2)? = (1-1,)?, also 3r, =2 und somit r, = .

rechtwinkliges Dreieck mit roter Hypotenuse: (1-r,)? +(%)2 =(1+r,)%, also 4r, =2 und somit I, =5

r1 r2

Fur die beiden rechtwinkligen Dreiecke gilt:

(1-1)*+(£)* =(£ +r)?, also 3r, =1 und somit r, = 2.
() +(E+1,)? = +r)?, also (2 +1,)° + (2 +1,)* = (3 +2)%; hieraus ergibt sich:

142 2,1 2 _25 2,5, -1 5)2 — 49 —
g T3ty *4+hL 1 =55 = 2r, t3h =3 (r2+12 144 r, =

1
5 "

X

Zwischen den beiden Radien r; und r, besteht folgende Beziehung (Abstand des Kreises mit Radius r, von
der unteren Quadratseite) : 1-2r, =2 -2r,also r, =r, +4
Im unten liegenden rechtwinkligen Dreieck gilt: r,” +x* = (£ -r))? also x* = (3 -1,)* -r,” =1 -1,.

Im dariiber liegenden rechtwinkligen Dreieck gilt: (1-r, —r,)? +x? = (r, +1,)* . Ersetzt man r, =1, ++,
dann ergibt sich hieraus: (1-(r, + %) - ) +x2 =(r, +r, +%)2 ,also (2 - 2r,)? +x? =(2r, +%)2 und weiter

9 _ 2 2 _ 2 1 2 _ _1
63 AT XS =4 toe o X5 =4 -5

Aus den beiden Gleichungen mit x2 ergibt sich: x> =4r, =2 =2 - also 5r, =2 d.h. r, =2 =015 und

hieraus weiter r, = 0,4 sowie x> =415 —% =01, also x =401=0,316.
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r

O
Y

r

Fir das untere der rechtwinkligen Dreiecke gilt: r® +(1-r)? =(2r)? also r?+r =2 und weiter
(r+i)?=1+1 dh r=10J3-1)=0366.

2

Im oberen rechtwinkligen Dreieck gilt:
(x+r)2+(x+r)?> =(2r)?, also (x +r)? = 2r? und somit x = (\/E - [ und schlieBlich

x=(V2-1) B W3 -1)=0152

2x

r

<

e

Das einbeschriebene Quadrat hat die Seitenlange \/E Zwischen der halben Seitenlange des Quadrats und

den innen liegenden Kreisen besteht der Zusammenhang: r +r E{/E :% 2, also ist

r = \/E :\/Em\/z_l):l
202 +1) 2

-10/2 0,293

Somit ergibt sich wegen 1=2x +% [{/E fur den Radius x der aul3en liegenden Kreise:

X = % —% 2 =0,146, d. h., dieser Radius ist halb so gro wie der der innen liegenden Kreise.

Der Durchmesser 2r der aul3erhalb des gleichseitigen Dreiecks liegenden Kreise ist halb so grof3 wie der
Radius des Ausgangskreises, d. h. der Radius r dieser Kreise betragt r = %a.

Aus dem Radius 1 des Umkreises des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlange s ergibt sich %[% [{/5 =1,
also s = \/5 . Fur den Radius x eines Inkreises eines rechtwinkligen Dreiecks gilt X = % [{a +b-c), hier ist

a=1, b=10/3 undc=1. Somitgil x=102+10G/3-1)=101+3-1)=0183.

Lésungen 2. Auflage gesamt — Seite 102 / 124



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Hinweis zur Inkreis-Formel: Fiur den Flacheninhalt A eines rechtwinkligen Dreiecks mit Inkreis-Radius r gilt
A=2B0 & +28 0 Q+r2=x@+yd+r*. y

Dies ist einerseits gleich

A=(XO+r2)+(yd +r3)-r2=(x+r)@d +(y +r)@ -r?

-
—alt +bt -r? r/r

andererseits gleich A=(x+y)® +r? =c [ +r?, also gilt: X r

alt+b@-r®=c+r? also a+b-r=c+r - a+b-c=2r,d.h.r =21[{a+b-c)
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Kap. 16
zu A 16.1:
n Tk n? Tk? | (n+1I= Z(Zk) (n+1)[Zk — Z(Zk)
1 1 1 1 2 1 1
2 3 4 5 9 4 5
3 6 9 14 24 10 14
4 10 16 30 50 20 30
5 15 25 55 90 35 55
6 21 36 91 147 56 91
7 28 49 140 224 84 140
8 36 64 204 324 120 204
n n3 k3 (n+1)xk? T(Zk® | (n+)Zk3-3(Zk?) k* Tk*
1 1 1 2 1 1 1 1
2 8 9 27 10 17 16 17
3 27 36 144 46 98 81 98
4 64 100 500 146 354 256 354
5 125 225 1350 371 979 625 979
6 216 441 3087 812 2275 1296 2275
7 343 784 6272 1596 4676 2401 4676
8 512 1296 11664 2892 8772 4096 8772
zu A 16.2:

c(n+tl)—c(n)=a-(n+12+B-(n+1)+y-a-n2=B-n —-y=20a-n+(a+p)

Koeffizientenvergleich mit b(n) = u - n + v ergibt

oa=%-u undhieraus v=%-u+B = B=v-2%-u

zu A 16.3:

. Summe der ersten n vierten Potenzen

Ansatz mit einer ganzrationalen Funktion 5. Grades: s(n) =a - n+b-n‘+c-n+d-n2+e-n+f

Der Tabelle entnimmt man:
s(0) =0; s(1) = 1; s(2) =17; s(3) =98; s(4) = 354; s(5) = 979. Wegen s(0) = 0 folgt unmittelbar: f = 0.

Gel6st werden muss also ein lineares Gleichungssystem mit 5 Gleichungen und 5 Variablen
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a+tb+c+d+e=1
32a+16b+8c +4d +2e =17
243a+81b +27c +9d +3e =98
1024a +256b + 64c +16d + 4e =354
3125a+625b +125c +25d +5e =979

Dieses hat die Lésung 1;E;};O; 1)
523

30
Es gilt also:
*+2*+...+n* :En5 +ln4+1n3—in
5 2 3 30

. Summe der ersten n flnften Potenzen
Ansatz mit einer ganzrationalen Funktion 6. Grades:
sn=a-n"’+b-n+c-n*+d-n*+e.-n2+f-n+g
s(0) = 0; s(1) = 1; s(2) = 33; s(3) = 276; s(4) = 1300; s(5) = 4425; s(6) = 12201.
Wegen s(0) = 0 folgt unmittelbar: g = 0.
Gelbst werden muss also ein lineares Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und 6 Variablen
atb+c+d+e+f =1
64a+32b +16¢c +8d +4e +2f =33
729a +243b +81c +27d +9e +3f =276
4096a +1024b + 256¢ + 64d +16e +4f =1300

15625a +3125b + 625c +125d + 25e +5f = 4425
46656a +7776b +1296¢ +216d + 36e + 6f =12201

Dieses hat die Losung };1;3; 0; —i;o .
6 2 12 12
Es gilt also:

P+2°+3%+...+n° :En6 +1n5 +3n4 NS
2 12 12

zu A 16.4:
. Summe der ersten n Kubikzahlen
[a-n*+b-nd+c-n2+d-n+e]+(n+l)*=a - (n)" +b- (n+1)3+c- (n+1)2+d - (n+1) +e -
a-n"+b-n+c-n+d-n+e+(N¥+3-n2+3.n+1)=

a-(nN"+4n*+6n2+4n+1)+b- (N¥+3n2+3n+1)+c- (N2+2n+1)+d-(n+1)+e =

n*.-(@a-a)+n® (b+1-4a—-b)+n2-(c+3-6a—3b—c)+
n-(d+3-4a-3b-2c-d)+(e+l-a-b-c-d-e)=0 =

n-(l-4a)+n2-(3-6a-3b)+n-(3-4a—-3b-2c)+(1-a-b-c-d)=0

und hieraus schrittweise a = % b= % c= % d =0 (und e = 0 wegen s(0) = 0).

. Summe der ersten n vierten Potenzen

[a-n5+b-n“+c-n3+d-n2+e-n+f]+(n+1)4
=a-(n+1’+b- (n+1)*+c- (n+1)3+d- (n+1)2+e- (n+1) +f =
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a-n5+b-n4+c-n3+d-n2+e-n+f+(n4+4-n3+6-n2+4-n+1)
= a-(n5+5n4+10n3+10n2+5n+1)+b-(n4+4n3+6n2+4n+1)+c-(n3+3n2+3n+1)
+d-(NP+2n+1)+e-(n+1)+f =

n°-(@a-a)+n*-(b+1-5a-b)+n? (c+4-10a—4b—-c)+n2- (d+6—10a— 6b—3c—d)
+n-(e+4-5a-4b-3c-2d-e)+(f+1l-a-b-c-d-e-f)=0 =

n*. (1-5a)+n® (4—10a—4b)+n2- (6—-10a—6b—3c)+n- (4—5a—4b—3c—2d) +
(l-a-b-c-d-¢€)=0

und h|erausschr|ttwe|sea—1 bzl,czl,dzo,e:—i (und f = 0 wegen s(0) = 0).
5 2 3 30
zu A 16.5:
2 2 2
ah3+bOh2+ch+d + (h2 + Ch + a
0 1 2
= 3Dh3+ Dh2+3Dh+3 +b 2m2+ Dh+2 +cC 1Dh+1 +d
0 2 3 0 2 0 1

also

GG (-G m{ie) o

Hieraus ergeben sich dann die Gleichungen:

e G e 2 o -

zu A 16.6:
13+23+33+43+53
13+ 23 + 33 + 43
13 4+ 23 + 33
13 + 23
4
13 . 4 >
3
24
14
s | € 22 5 e 3 > € 4 > | € 5° >

[1f + 2% +3% 4.+ n? |+ [13 + (13 +29) + (13 + 23+ 39) + ...+ (13+ 23+ 33 + .+ n3)]
=(n+) QL +2°+3°+...+n%)

(AP X SO U R UL Y EA Y, I 1[?.3+1D?2 [ imt e tmes Ime
4 27 4 4 2 4 2707

=(n+D) QLB +2°+3° +...+n?)
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bt +2% +3 +...+n4]+[% e +2¢ +...+n4)+%[(13+23+...+n3)+%E(12+22+...+n2)}
=(n+) QB +2°+3°+...+n%)

%[ﬁl“+24+...+n4)=(n +%jm13 +2° +3° +...+n3)—%Eﬂ12+22+...+n2)

1 +2% 4 +nt=2fn+t E(ls+23+33+...+n3)—iDl[(12+22+...+n2)
5 2 5 4
und weiter
va2tent=[Fna 2l nt e e dne |- 1 e Ta i 1
5 5)\4 2 4 513 2 6
I SRR P METE SV PRUMIE B B S S S I
5 5 5 10 5 10 15 10 30
P e2th ot =2pselntadpeo Ly
2 3 30

zu A 16.7:

Im ersten Fall kann man die Gleichung wie folgt umformen: 12+22+32+...+n? :En +l = 2n +1;

1+2+3+...+n 3 3 3

Dies ist mdglich, weil auf der rechten Seite der Gleichung ein Produkt steht.

Eine solche Umformung ist bei der Herleitung der Summe der Kubikzahlen nicht méglich, weil auf der
rechten Seite der Gleichung zwei Summenterme stehen und keine einfache Quotientenbildung mdglich ist.

zu A 16.8:

0

12+22+32+ ... +n2 1
& 1

—og " |+10" |+3q" |+ 20" 2 .
0 1 2 3 ) 5 o 5
—o+1 430D o pHN DN -2) _ g [
1 201 3ren 2 o 16 %0

:1n3+}n2+1n 2 25
3 2 6 11 55

36
9N
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zu A 16.9:
0 f
1 e
15 1 d f+e
50 16 c e+d
60 65 17 b d+c f+2e+d
24 110 81 | a| c+b e+2d+c
84 175 98 b+a d+2c+b f+3e+3d+c
24 194 256 a c+2b+a e+3d+3c+b
108 369 354 b+2a d+3c+3b+a f+4e+6d+4c+b
24 302 625 a c+3b+3a e+4d+6c+4b+a
132 671 979 b+3a d+4c+6b+4a f+5e+10d+10c+5b+a
434 1296 c+4b+6a e+bd+10c+10b+5a
1105 2275 d+5c+10b+10a f+6e+15d+20c+15b+5a
2401 e+6d+15c+20b+15a
4676 f+7e+21d+35c+35b+20a

1*+2°+3*+...+n* =0 " +1 : +15 " +50 . +60 ) +24 )
0 1 2 3 4 5

—0+1d1+15d’]mn 1 Sodﬂﬂn Hn-2) GO[PEQn Dn-2){n-3) 24d'1EQn DEn-2)Qn-3){n-4)
k0 43120 53RO

zu A 16.10:
. Summe der ersten n Kubikzahlen

Wegen n- (n+1)- (n+2)=n3+3n2+ 2n ergibt sich aus der zweiten Gleichung:

(13+23+33+...+n3) +3[(12+22+32+...+n) +2[{1+2+3+...+n) = n[(n+1)[(n4+2)[(n+3),

also

3:n[ﬂn+1)ﬂn+2)[ﬂn+3)_35{1EQn+1)m2n+1)_ZD{1EQn+1)
4 6 2

=nEQr;+1)EE(n+2)2ﬂn +3)_(2n+1)_2}= nn+1) nn+1 =[n qn +1)T

13+23+33%+...+n

2 2 2

. Summe der ersten n vierten Potenzen
Wegen n- (n+1)- (n+2): (n+3)=n"+6n3+11n2+ 6n ergibt sich aus der Gleichung

1[2[3[4+2[BE4[5+3B1[5[6+...+nEQn+l)[Qn+2)ﬂn+3):n[(n+l)[(n+zé[(n+3)[(n+4)

(A" +2°+3%" +..4n")+6 (13 +28+33+...+n3) +11[{12+ 22+ R +...+n)+ 6 [(1+2+3 +...+n)

_nn+D)n+2){n+3)n +4)
5

also
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@ +2*+3*+...+n%

NN +DEN+2)UN+3)UN+4) o 9sy 034394 409 —110{12 422432 +...4n2) 6 [(1+2+3 +...+1)

5
_ nn+1)On+2)Qn+3)Qn +4)_6d12ﬂn *1)2-115" [{n+1)2n +1)_6dﬁE(n +1)
5 4 6 2

:”Eg‘(;l)z[eqn +2) [{n +3) [{n +4) - 45 [h [{n +1) - 55 [(2n +1) - 90]
:”E(:O*l)[[ens +54n2 +156n +144 — 45n2 — 45n —110n - 55 - 90|
:m[ﬁen3+9n2+n—1]:mliq2n +1)[{3n2+3n -1)

30 30
zu A 16.11:

. Summe der ersten n Kubikzahlen

Wegen (k+1)* — k* = 4k3 + 6k2 + 4k + 1 ergibt sich aus der analog angelegten Tabelle
M+1)'—1"=4-(13+23+3+ ... +n3)+6-(12+22+32+ .. +n2)+4.-(L+2+3+...+n)+n-1
also

4-(13+23+33+ ...+ =(n+1)*'-1"-6-(12+22+32+...+n2)—4.(1+2+3+...+n)—-n-1
=n*+4n3+6n2+4n+1-1-2n3-3n2—n-2n2—2n—-n
=n*+2m+n2=n2-(N2+2n+1)=n2- (n + 1)

also

(I3+23+33+ ... 4n%) =%-n2-(n+1)2

. Summe der ersten n vierten Potenzen

Wegen (k+1)° — k®= 5k* + 10k3 + 10k2 + 5k + 1 ergibt sich aus der analog angelegten Tabelle
(n+1)°-1°

=5-(1"+2"+...+n)+10-(13+ 22+ ... +n¥) +10 - (12+22+ ... +n2)+5.- (L+2+...+n)+ n-1
also

5-(1*+2*+...+n%
=(n+1)°-1°-10-(13+2%+...+n3% —10-(12+ 22+ ... +n?)-5- (L+2+..+n)—n-1
=n°+5n*+10n3+ 102+ 5n+1—1—-2,5n" —5n3 - 2,502~ 10/3 - n3 = 5n2 = 5/3 - n — 2,502 — 2,50 — n
=n°+5/2-n"+5/3-n3-1/6 - n

also
14+24+34+...+n4:£n5+£n4+1n3—in
5 2 3 30
zu A 16.12:
5 5 5 5 5
SA(n):l4+24+34+...+n4:£ B, h°+| |B,h*+| |B,M°+| |B,M>+| |B, "
510 1 2 3 4

:%[ﬁBO h° +50B, (h* +10 (B, (h° +10 (B, (h> +5[B, Dhl]:;EEnS +gn4 +gn3 —énl}

wobeiBy=1,B;=%,B,="/5,B;=0und B, = — /3, .
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S;(n)=r"+2°+3°+..+n°

1[(6 . (6 . (6 . (6 , (6 , (6 )
== B, ° +|  |B,M°+| |B,M*+| |B, M+ |B, M2+ _|B, D
6 [0 1 2 3 4 5

:%EﬁBoﬁhs +6[B, (h° +15[B, (h* +20 B, (° +15[B, [(A* +6 B, (']

=Lmne+ans+ 20t -1y
6 2 2

wobeiBy=1,B;=%,B,="/5,B3=0,B;=— /39, Bs = 0

zu A 16.13:
. Summe der ersten n Quadratzahlen

Ansatz: Der Graph der ganzrationalen Funktion 3. Grades soll durch die Punkte P, (0]|0), P; (1[1), P, (2]5)
und Ps (3]14) verlaufen.

L (n)=N2X)0 %)M 2%) o, (17 %)(0=%,)(0 = X,)

(Xo - Xl)(XO - Xz)(xo - Xs) (Xl - XO)(Xl - XZ)(Xl - Xs) WI
(N =xp)(N =x,)(N = X;) iy, + (N =xp)(n =x)(n —X,) v,
(Xz - Xo)(xz - Xl)(XZ - Xs) (X3 - Xo)(Xs - Xl)(x3 - Xz)

_(n-(n-2)(n-3) D+ (n-0)(n-2)(n-3)
(0-D(0-2)(0-3) (1-0)1-2)(1-3)
L (n-0)(n-1(n-3) 5. (n-0)(n-1)(n-2)
(2-0)(2-D(2-3) B3-0)(3B-1(3-2)
5

2

:O+;E{n3—5n2+6n)— EQn3—4n2+3n)+1:EQn3—3n2+2n)

:Em3+1|jh2+£|]-|
3 2 6

. Summe der ersten n Kubikzahlen

Ansatz: Der Graph der ganzrationalen Funktion 4. Grades soll durch die Punkte P, (0|0), P, (1]1), P5 (2|9) P3
(3|36) und P4 (4]100) verlaufen.

L,(n) = (n=-D(n-2)(n-3)(n—-4) 0+ (n=-0)(n-2)(n-3)(n—-4)
0-1)(0-2)(0-3)0-4) (1-0)1-2)1-3)(1-4)
+ (n=-0)(n-2)(n-3)(n-4) o+ (n=0)(n-1)(n-2)(n—-4) 86 + (n=0)(n-1)(n-2)(n-3)
2-0)2-D(2-3)(2-4) (3-0)B3-1(3-2)(3-4) (4-0)(4-1)(4-2)(4-3)
=0 —é [{n* —9n2 +26n2 - 24n) +% [{n* —8n2+19n2 -12n)

—Etﬂn“ —7n3+14n2—8n)+@ﬂn4 -6n3+11n2 - 6n)
6 24

:1@14 +£Dh3+lﬁhz
4 2 4
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Kap. 17

ZUA17.1:

Abbildung 1 und 3: Anwendung des Satzes von Pythagoras auf das rechtwinklige Teildreieck, dessen
Hypotenuse die Kathete des grof3en Dreiecks ist und dessen Katheten im grof3en Dreieck Hohe auf der
Hypotenuse sowie zugehdriger Hypotenusenabschnitt sind: a2 = h2 + p2 und b2 = h2 + g2

Abbildung 2 und 4: Da nach dem Kathetensatz das Quadrat iber der Kathete flachengleich ist zum
Rechteck aus zugehodrigem Hypotenusenabschnitt und Hypotenuse (a2 = ¢ - p und b2 = ¢ - q), folgt, dass das
Quadrat uber der Hohe jeweils flachengleich ist zu den beiden violett geférbten Rest-Rechtecken:
hz2=p-(c—p)und hz2=q-(c —q) (dac =p + qist dies nichts anderes als die Aussage des Hohensatzes).

Abbildung 5: Die Gesamtflache der beiden Kathetenquadrate I&sst sich also darstellen als Summe der
Flachen der beiden Quadrate Uiber den Hypotenusenabschnitten und zwei zueinander kongruenten
Restrechtecken, die flachengleich zum Quadrat Uber der Héhe sind: a2 + b2 = p2 + g2 + 2h?

Dies lasst sich natiirlich auch durch (algebraische) Umformung herleiten:

az+b2=c2=(p+0Q)?=p2+2pq+q2=p?+2h2+02

zu A 17.2:
(1) Die Punkte und Seiten der zu untersuchenden Figur H
werden — wie rechts ablesbar — bezeichnet. z s
Die Figur ist festgelegt durch das rechtwinklige Dreieck
ABC, d. h., durch den rechten Winkel bei C und die b
Seitenlangen a und b. a .
Hieraus lassen sich berechnen: b c
C =+az+b? b a a
a = tan™'(a/b) und B = 90° — a A A 5
X

L a b

Es gilt: sin(a) =— und cos(a) =—
c c y
Cc c

Das Dreieck ABC hat den Flacheninhalt
Ai=%-a-b
Dreieck CGH: D E

Das Dreieck ist kongruent zum Dreieck ABC.

Dreieck AID: Vom Dreieck sind die Seiten b und ¢ gegeben sowie der Winkel
0 = O(DAI) = 360° — (90° + 90° + 0) = 180° — o .

Hieraus ergibt sich wegen sin(180° — a) = sin(a) und a = ¢ - sin(a) der Flacheninhalt
A, =% -b-c-sin@)=%-b-c-sinp)=%-b-a=A
Dreieck BEF:

Vom Dreieck sind die Seiten a und ¢ gegeben sowie der Winkel
€ = O(FBE) = 360° — (90° + 90° + 3) = 180° — 3 = 180° — (90° — a) = 90° + q.

Hieraus ergibt sich wegen sin(90° + a) = cos(a) und b = ¢ - cos(a) der Flacheninhalt
As=%-a-c-sing)=%-a-c-cos@)=%%-a-b=A
(2) Die Lange der Seite x kann mithilfe des Kosinussatzes bestimmt werden:

X2 =Db?+c2—2bc - cos(d) = b2+ c2+ 2bc - cos(a) = b2 + (a2 + b?) + 2b?, also
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wegen cos(180° — a) = —cos(a) und b =c - cos(a)
Die Lange der Seite y kann mithilfe des Kosinussatzes bestimmt werden:
y2 =a2+c2—2ac - cos(g) = a2+ c2— 2ac - cos(90° + a)
=a?+c2+ 2ac - sin(a) = a? + (a2 + b?) + 2a2, also
wegen cos(90° + a) = —sin(a) und a =c - sin(a)
Wegen z = c und c2 = a2 + b2 ergibt sich:
X2+y2+z72=a2+4b2+4a2+b2+a2+b2=6-(a2+b?)=3-(a2+b?)+3-(a2+b?2) =3 - (a2 + b2+ c?)
(3) Dies ist genau die Aussage, die in (2) bewiesen wurde.
(4) Gegeniiber (1) andert sich die Berechnung der Flacheninhalte der Dreiecke ABC und CGH.
Fur das Dreieck ABC gilt allgemein: Ay =%-a-b-sin(yy=%-b-c-sin(a)=%-c-a-sin(B)
Im Dreieck CGH gilt fir den Winkel am Punkt C: ¢ = 0O(GCH) = 360° — (90° + 90° +y) = 180° —vy.
Fur den Flacheninhalt ergibt sich dann: A; =% -a- b -sin(¢) =% -a-b - sin(y) = A;
Im Dreieck AID qilt: A, =% -b-c-sin@)=%-b-c-sin@)=A;
Im Dreieck BEF gilt: A;=%-a-c-sing)=%-a-c-cos(@)=A;
Gegendiber (2) andert sich in der Berechnung von x2, y2 und z2;
X2 =b2+ c2-2bc - cos(d) = b2+ c2-2bc - cos(180° —a) =b2 + c2 + 2bc - cos(a)
y2=a2+c2—2ac - cos(g) = a2+ c2— 2ac - cos(180° — ) = a2+ c2 + 2ac - cos(B)
72=3a2+ b2—2ab - cos(p) = a2+ b2—2ab - cos(180° —y) = a2 + b2 + 2ab - cos(y)
Dann gilt wegen a2 = b2 + ¢2 — 2bc - cos(a), also 2bc - cos(a) = b2 + ¢z — a2, und analog
2ca - cos(B) =c2+a2—Db? 2ab - cos(y) =a2 + b2 —cz

X2+y2+72=2a2+2b2+2c2+b?2+c2-az+c2+a2—-b?+a?+b2—-c2=3a2+ 3b2+ 3c?

zZu A 17.3:

Wie in der Losung von A 17.2 ausgefuhrt, gilt fir das untere gelbe Dreieck: A, =% - a - b - sin(y)
und das obere gelbe Dreieck mit Winkel ¢ = 360° — (90° + 90° +y) =180° — v

A, =%-a-b-sin(@)=%-a-b-sin(y) = A,

Mit den Bezeichnungen von A 17.2 gilt weiter:

c2+z2=c?2+a2+Db?+2ab cos(y)=c2+a2+b?+ a2+b2—-c2=2a2+2b?2=2"- (a2 +Db?
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Tipp: Betrachtet man statt der griinen Quadrate jeweils halb so grof3e

gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke und statt der hellblauen Quadrate v
jeweils ein Viertel davon, also ebenfalls gleichschenklig-rechtwinklige [
Dreiecke, dann ergibt sich in der folgenden Figur von Hans Walser

rot = gelb
vgl.

www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/D/Drachenspirale/Drachenspirale.htm

Die Figuren aus in Abb. 17.2b bzw. in Abb. 17.2c kann man auf verschiedene Weise ergénzen,

beispielsweise so:

Oben wurde gezeigt: c2 + z2 =2 - (a2 + b?)

Entsprechend gilt in der Figur links auch:

X2+a2=2"-(b2+c?und

y2+b2=2-(az+c?

Daher gilt:

X2+y2 =2-(b2+c2+a?+c?)—az-Db?
=h?2+a2+4c2=a2+b2+4-(a2+h?

=5 (a2 + b?)

Oben wurde gezeigt:
X2+y2+72=3- (a2 + b2 +c?)

Hier gilt nun

uz+hb2=2-(x2+c? und
w2+az=2"-(b2+ 22 und
VZ+c2= 2 (a2 +y?),

also

uz+v2+ w2+ a2+ b2+ c?

=2 (@+c)+2-(Z+)+2- (Y +ad),
d. h.

uz +v2 + w2

= 2-X2+C2+2-2+b2+2-y2+a2
=2-(X2+y2+72) + (a2+b2+c?)

:7.(a2+b2+c2)
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Beachten Sie hierzu auch die folgenden Darstellungen:
http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/Q/Quadrate_ansetzen/Quadrate_ansetzen.htm
http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/Q/Quadrate_ansetzen2/Quadrate_ansetzen2.htm

http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/P/Pythagoras-Schmetterling/Pythagoras-Schmetterling.htm

ZuA17.4:

ZUuA1l7.5:

Man zeichnet das kleinere Kathetenquadrat mit dem Flacheninhalt a2 unten links in das grol3ere
Kathetenquadrat mit dem Flacheninhalt b2 ein. Die Restflaiche mit FlAcheninhalt b2 — a2 wird aufgeteilt in das
hellblau gefarbte Eckenquadrat mit Flacheninhalt (b — a)2 und die beiden zueinander kongruenten Rechtecke
mit dem jeweiligen Flacheninhalt (b —a) - a.

Durch die untere rote Linie werden Teilflachen abgetrennt:

— ein grun gefarbtes Trapez der Breite b — a und den beiden zueinander parallelen Seiten mit den Langen
aund azb

— ein kleines grun geféarbtes Dreieck mit den Katheten der Lange b — a und a — a?/b
— ein gelb gefarbte Dreieck mit den Katheten a und a — a2/b
— ein gelb gefarbtes Trapez mit parallelen Seiten der Lange a und a%/b und der Hohe a

Diese vier gefarbten Puzzlestiicke sowie das hellblau geféarbte Eckenquadrat werden in das
Hypotenusenquadrat gelegt. Zum Auslegen verwendet wurde also bisher das kleinere gelb gefarbte
Kathetenquadrat sowie der rechte griin und hellblau gefarbte Rechteck-Streifen des grol3eren
Kathetenquadrats. Der linke Teil des Kathetenquadrats (in der dritten Abbildung weif3 und gelb gefarbt) wird
durch die obere rote Linie in zwei zueinander kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt, die ungefarbt den
Rest des Hypotenusenquadrats ausfullen.

ZUA17.6:
Die Flacheninhalte der Dreiecke berechnen sich nach der Formel A, =3 na/n

Mit dem 16. Dreieck ergibt sich noch keinen Vollkreis, beim 17. ist der Gesamtwinkel von 360° Giberschritten.

Diese Winkel ergeben sich fiir n = 1, 2, ... aus der Beziehung tan(a) =

1
Jn

Flache Flache Winkel
n kumuliert Winkel kumuliert
1 0,500 0,500 45,000 45,000
2 0,707 1,207 35,264 80,264
3 0,866 2,073 30,000 110,264
4 1,000 3,073 26,565 136,829
5 1,118 4,191 24,095 160,924
6 1,225 5,416 22,208 183,132
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7 1,323 6,739 20,705 203,837
8 1,414 8,153 19,471 223,308
9 1,500 9,653 18,435 241,743
10 1,581 11,234 17,548 259,291
11 1,658 12,892 16,779 276,070
12 1,732 14,625 16,102 292,172
13 1,803 16,427 15,501 307,673
14 1,871 18,298 14,963 322,637
15 1,936 20,235 14,478 337,114
16 2,000 22,235 14,036 351,150
17 2,062 24,296 13,633 364,783
18 2,121 26,417 13,263 378,046

Der Gesamt-Flacheninhalt der Pythagoras-Spirale kann (fir n < 18) kann naherungsweise durch die
Potenzfunktion f mit f(x) = 0,465 - x***® modelliert werden (vgl. EXCEL-Blatt mit BestimmzheitsmaR 99,9 %).

30

25 r

y = 0,465x-38¢ °
20 R%=0,999

15

10 1 /4

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

ZUA17.7:
1. Méglichkeit:

Betrachtet man das rechtwinklige Ausgangsdreieck links mit den Seiten ag, by, ¢y, dann gilt nach dem Satz
des Pythagoras ag? + bg? = cg2.

Bezeichnet man die nach rechts kleiner werdenden rechtwinkligen Dreiecke im gleicher Weise, also mit a,
bi, c1, @z, by, C; usw., dann besteht zwischen diesen Seiten der folgende Zusammenhang: b,.; = a,.

Hiermit folgt dann: ap.; : by, = @, : by, also:

n+1

=b Ga— ”& und analog: ¢ %@;

n n

4

3

2 2\2 3 32
a|SOZa,l:ab°;a2:aiz|:|£:[a0J Bl:ao : ag:azzgi:[aoj% Z%Bb% &
0 h 0

CT

a,
l 8 2 5
0= = S [PLS =% usw., d. h. ausgehend von Startwert a, erhalt man die folgenden
a

Glieder der Folge durch Multiplikation mit dem konstanten Faktor ¢ = t;ﬁ Dies ergibt sich auch durch
0
Ahnlichkeitsbetrachtungen.

Weiter gilt: ¢, :im:o ; C, :ﬁﬁt

; E:;
b, b, b, ’

Ei@m:o S
a, by b,
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c,=20¢ &BaL@ maai@
a,’

usw., d. h. ausgehend von Startwert ¢, erhalt
b, b b

0
0

man die folgenden Glieder der Folge durch Multiplikation mit dem konstanten Faktorq = Q
0

2 3
SchlieRlich gilt auch fir die andere Kathete: b; = ay; b,=a = % v by, =a, = a% usw., d. h. auch die
b
0

0
Seitenléangen bilden eine Folge, deren weitere Glieder durch Multiplikation mit dem konstanten Faktor

q= 23 entstehen.
0

Fur die Flacheninhalte der Dreiecke gilt dann:

Af,:itaotbo >, (D, + (&, (b, + 3, b, +.

3 2
_1 a 3 a a a
==a, — = =2 [, +| 2 =2 | @, +...
fuo[gn (2o 2 (waEbJ v
1 a )
==0a L 0| @y
() o3 JW(JM
1 1 1 1
ZﬂioEb > Eﬁq +q°+q° +. ] ZﬁioEboFansz[qu“q“t--]
=l m, i U0 =l m,+ i E@H
2 2 -q® 2 2 b, (aj
1 0
bO
1 1_a, [b, a,’
b, += @ Dai% b, + = % (b, 01+ —2—
=5 o [ + 5 by, b7 -a.7 Eﬁo 2 b -a Eﬁo OE{ boz_aoz}
1 by’
=E@~0Ebo%
-

Fur die Flacheninhalte der innen liegenden Quadrate gilt:

AQi = bo2 +b12 "'bz2 "'b32 +b42 to.= bo2 "'ao2 +a12 +6122 +a32 to

=b,’ +a,” +(q @0)2+(q2 m0)2+(q3 @0)2+...:b02+a\02+q2m02+q4 @, +q° By +...
2 2

=b,’+a,’ By = b7 4 Bt = b A B =D Eﬁ“—a" 2}

1_q 1_(aoj 0 b02 _
b,

Fur die Flacheninhalte der auRen liegenden Quadrate gilt:

Aga = Co’ G/ +C, +¢,  +¢,” +..=¢," +(q e, ) +(C|2 E30)2 +(q3 m30)2 +(q4 E30)2 +

2 2
:ngchzg#:cngoi:(aoz+b2)gb07
o 5 _ 2% 2-C U2 3 o 2, 2
1-q 1-[ % by —a, by —a,
b,

Somit ergibt sich fur die Gesamtflache:
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A=2 +2 + A, =a, b, 32 +23—-=2 + +b, | —2—
o 20 Ay =3 B 4200 (B o)boz_aoz

2 2
= 2 raten|= 2t ea 3]

2
bO 0 0

2. Mdglichkeit

Man verwendet den Zusammenhang aus A 17.3. Hier wurde gezeigt, dass je zwei violett gefarbte Quadrate
doppelt so groR sind wie je zwei hellblau gefarbte Quadrate.

zu A 17.8:
Die gesamte Figur ist festgelegt durch die Langen der Katheten der Ausgangsfigur, also durch a und b:

Im ersten Schritt besteht die Gesamtfigur aus dem Hypotenusenquadrat mit Flacheninhalt c2 = a2 + b2, dem
rechtwinkligen Dreieck mit Flacheninhalt %2 - a - b und den beiden Kathetenquadraten, also

Aj=2-(a2+b?)+%-a-b

Im néchsten Schritt werden links und rechts jeweils ein rechtwinkliges Dreieck sowie zwei neue
Kathetenquadrate angefiigt, deren Flachen nach dem Satz von Pythagoras jeweils genauso grof3 sind wie
die Hypotenusenquadrate.

Aus der folgenden Grafik wird deutlich, dass die vier hellblau gefarbten Quadrate des 2. Schritts genauso
grol3 sind wie die beiden griin geférbten Quadrate des 1. Schritts, die wiederum zusammen so grof3 sind wie
das Hypotenusenquadrats des 1. Schritts.

Da also im 1. Schritt die Quadrate bereits einen Flacheninhalt von 2 - (a2 + b2) haben und mit jedem weiteren
Schritt eine Flache von a2 + b2 hinzukommt, betragt die Gesamtflache der Quadrate nach n Schritten
(n+1)-(a+ b?).

Lasst man in einem Pythagorasbaum alle Quadrate weg, dann entsteht ein Baum aus rechtwinkligen
Dreiecken. Dabei sind die beiden Dreiecke des 2. Schritts zusammen genauso grof3 wie das Dreieck des
1. Schritts, vgl. die Abb. rechts und die Ausfiihrungen im Abschnitt 17.7, sodass die Gesamtflache der
Dreiecke nach n Schritten n - % - a - b betragt.

) 4

Lésungen 2. Auflage gesamt — Seite 117 / 124




Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Die Gesamtflache der Figur wéchst also mit n Uber alle Grenzen hinaus — wenn man nicht beachtet, dass
sich die Aste bereits nach wenigen Schritten tberschneiden.

Fur a =b, also a = 45°, berthren sich Quadrate beim 3. Schritt der Figur. Fur a = 39,4°, also a = 0,821 - b,
bertihren sich Quadrate beim 3. Schritt der Figur in den Ecken zweier Quadrate. Fur kleinere Winkel a gibt
es noch keine Uberschneidungen beim 3. Schritt.

Fir o = 27,7°, also a = 0,525 - b, beriihren sich beim 4. Schritt zwei Aste; bei gréReren Winkeln treten
Uberschneidungen auf. Fiir a = 24,8°, also a = 0,462 - b, beriihren sich beim 5. Schritt zwei Aste; bei
gréReren Winkeln treten Uberschneidungen auf.

Es gibt also noch viel zu untersuchen!

Obwohl die Gesamtflache der Dreiecke und Quadrate Gber alle Grenzen hinauswéchst, ist die tatsachlich
belegte Flache begrenzt, vgl. den deutschen Wikipedia-Beitrag

https://de.wikipedia.org/wiki/Pythagoras-Baum.

ZUA17.9:

Der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit Grundseite s berechnet sich nach der Formel
1
= Z B/g [$2,

denn fir das Dreieck gilt A =% - s - h und die H6he h berechnet sich nach dem Satz des Pythagoras aus der
Beziehung h2 + (% - s)2=s?,also h?2 = % - s2.

Dies ergibt sich auch aus der folgenden allgemeinen Betrachtung:

Der Flacheninhalt A, eines regelmafigen n-Ecks berechnet sich als das n-Fache des Flacheninhalts der n
gleichschenkligen Dreiecke mit Grundseite s und Schenkel r, wobei gilt (vgl. Kap. 1):

2
h:%,also&:n%ﬁm:n%.
2Etan(nj 4Etan(nj
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o 2
Furn=3ist tan(180 j=\/§ ,also A, 3EI———B/_

n 43/3
Firn=5ist tan(180 j =45- 2\/§ , also
n
52 J5+245 _ 5 45+2y5 -

A5:5G— 2=
anf5-2/5 4 \/5 25 a/5+ 245 4 ~\J25-20
:%gi“f’:’/f\/_ a/5+2 g/‘gz:% 25 +104/5 &2
FUrn=6isttan(180j=£,alsoA GG—S——[«L/_E‘BZ
n 3 40/3

Fir n = 8 ist tan(lBO j \/_ 1, also

A =8 52 52 ﬁ+1
4[6\/_ ) \/Elx/_l

Fur die Halbkreise gilt:

=22 +1) 32.

7
A:1/z-(1/z-s)2-n:§E‘52.

zu A17.10:

Bei der Abbildung links handelt es sich um den Spezialfall eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks,
das verdoppelt wurde. Die vier Méndchen Uber den Seiten eines Quadrats sind flachengleich zum Quadrat.

Bei der Abbildung rechts wird die Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras fir zueinander dhnliche
Figuren Gber den Seiten angewandt. Hier handelt es sich um Mdndchen tber der Hypotenuse von
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken. Man kann es auch so formulieren: Die beiden gelb gefarbten
Mondchen sind jeweils flachengleich zu halben Dreieck. Das ganze Dreieck ist flachengleich zum griin
gefarbten Méndchen.

N7 N\

Das regelméRige Sechseck besteht aus sechs gleichseitigen Dreiecken, deren Seiten gleich dem Radius r
des Umkreises des regelmafRigen Sechsecks sind. Die 6 Halbkreise tber den Seiten des Sechsecks

ZuA17.11:

EEML TR
nehmen eine Flache von A, =6 5 [—TZ Ur = 2 [t 2 Orein, das Sechseck eine Flache von
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A, =6 G\{Tg (2, zusammen ergibt das eine Flache von A = % (f2 [(IT+ 2\/5)

Subtrahiert man hiervon die Flache des Kreises mit Radius r, dann ergibt sich fir die griin geféarbten
Méndchen:

A, =§1]2[(n+2\/§)—m]2 SBuedaeofz-2a)=3nedoz-1n
4 4 3 4 3
Das stimmt Uiberein mit dem Flacheninhalt der gelb gefarbten Flache:

J3 r\ 3 1
=60 m2-| L | ;r=2020/3 - 7|02
A =ed o (H) or=2ons2n

ZUA17.12:

Betrachtet wird ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Bei diesem ist die Hohe genauso grof3 wie die
halbe Hypotenuse und folglich sind die hellblau geféarbten Flachenstiicke jeweils genauso grof3 wie die gelb
gefarbten.

Im Unterschied zu dem Hippokrates-Mdndchen sind die Katheten-Halbkreise nach oben geklappt. Die
blauen Flachenstiicke gehdren dann sowohl zur Flache des Hypotenusen-Halbkreises als auch zu den
hochgeklappten Katheten-Halbkreisen und kénnten daher zunachst einmal weggelassen werden. Da aber
die beiden gelben Flachenstiicke zu beiden Katheten-Halbkreisen gehdéren, braucht man Ausgleichsflachen
—und das sind genau die blauen Flachen, die ja genauso grof3 sind wie die gelben.

Somit ergibt sich: rote Flache = hellblaue + gelbe + griine Flachen

Statt der Halbkreise kann man auch halbe regelmaRige 8-Ecke betrachten, auf die sich die Uberlegungen
entsprechend Ubertragen lassen. Und da die Anzahl der Mdndchen tiber den Katheten der halben
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken geradzahlig ist, ergibt sich fur das zugrundeliegende regelméaRige
Vieleck, dass die Anzahl der Ecken durch 4 teilbar sein muss.

ZUA17.13:

Abbildung links: Nicht eingezeichnet ist die Hohe zur Hypotenuse und die beiden Halbkreise. Fir die
Flachen dieser beiden nicht gezeichneten Halbkreise gilt:

links: A, = hellblau — violett rechts: A, = griin — olivgriin
also:  hellblau + olivgriin = griin + violett.

Abbildung rechts: Die beiden orange gefarbten Halbkreise Giber dem Hypotenusenabschnitt p und der nach
unten abgetragenen Hoéhe h sind zusammen genauso grof3 wie der gelb gefarbte Halbkreis, also

gelb = orange.

Da der gesamte Halbkreis unter der Hypotenuse (also olivgriin + orange) so grol} ist wie die beiden
Halbkreise iber den Katheten (gelb + griin), folgt:

grun = olivgrin.
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zu A 17.14:

Die Flache des hellblauen Halbkreis Uber der Hypotenuse ist genauso grof3 wie die der beiden dunkelblauen
Halbkreise Uber den Katheten. Diese blauen Halbkreise wiederum sind genauso grof3 wie die griinen und
roten Halbkreise im (durch die Hohe) unterteilten rechtwinkligen Dreieck, d. h.

grun + rot = hellblau , also hellblau — griin = gelb .

Schneidet man die griinen Halbkreise aus dem hellblauen Halbkreis heraus, dann hat man das gelb gefarbte
Schustermesser, also

gelb =rot .

zu A 17.15:

Der Beweis kann beispielsweise mithilfe des Satzes von Pythagoras gefiihrt werden.

¥

r+x

A B c D

Bezeichnet man den Radius des Halbkreises mit R und den Radius des groRReren Halbkreises unterhalb
mit r, den Radius des Zwillingskreises mit x sowie den Abstand des Mittelpunktes des Zwillingskreises vom
Durchmesser mit y = CE, dann kann man folgende Beziehungen fir y2 aufstellen:

AADE: |AC|2 + y2 = |AEJ?, wobei |AC| = |AD|—x=r—x und |AE|=r+X,

also: y2=(r+x)2—(r—x)2=4-rx

ABCE: |BC|?2 + y2 = |BEJ?, wobei |BC| =|BD|-x=2r—- R -x und |[BE|=R-x,
also: y2=(R—-x)2—(2r—-R—=x)2=4 - (Rr + rx — Rx — r?).

Hieraus folgt: rx = Rr + rx = RXx —r2 = Rx = Rr —r2 und daher

X:rmi—o

Im rechts liegenden Teil gilt:
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R-r+u

B D FG

ABFH: |BF|2 + v2 = |BH|2, wobei |BF| = 2r — R + uund |[BH| =R —u,
also: v2=(R—-u)2—(2r—-R+u)2=4- (R +ru—r?

AFGH: |[FGJ2 + v2 = |GHJ?, wobei [FG| =R —-r—uund |GH| =R —-r + u,
also:v2=(R-r+u)2—(R-r—-u)2=4-(R-r-u

Hieraus folgt: Ru—ru=Rr +ru—r2 « Ru=Rr—r2 und daher

rrR -r
u =M. Daher gilt x =u.

Bei der auf der italienischen Briefmarke erkennbaren Grafik wird der Beweis mithilfe von
Ahnlichkeitsiiberlegungen gefiihrt, vgl. u. a. Dietmar Herrmann: Die antike Mathematik, Springer Spektrum,
2014.

ZUA17.16:

Die griin gefarbte Flache setzt sich zusammen aus der Flache eines Halbkreises mit Radius r, aus der zwei
Halbkreise mit Radius r/3 herausgenommen sind und ein Halbkreis mit Radius r/3 erganzt wurde.

2 2 2
DerFlacheninhaltistalsol/z-T[-EDT rz—2 r + r =£DTB§DT2=7TG{DT2=7T gr
2 3 3 2 9 9 3

2
Der hellblau gefarbte Kreis hat den Durchmesser r + 1/3, also den Radius §r . Der Flacheninhalt dieses

Kreises ist also genauso grol? wie der der griin geférbten Flache in der Abbildung links. Farbt man in der
Abbildung rechts die nicht gefarbte Flache griin, dann stimmt die insgesamt griin gefarbte Flache mit der in
der ersten Abbildung Uberein, farbt man sie hellblau, dann stimmt die insgesamt hellblau geféarbte Flache mit
der in der zweiten Abbildung Uberein.

ZUA17.17:

Betrachtet wird ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, das durch eine Héhe in zwei zueinander
kongruente Teildreiecke zerlegt wird, die selbst wiederum gleichschenklig-rechtwinklig sind. Dieser Vorgang
kann beliebig oft wiederholt werden. Der Streckenzug beginnt am oberen Endpunkt der Héhe und fihrt dsnn
zum Halbierungspunkt der gegeniiberliegenden Hypotenuse, der wiederum oberer Endpunkt einer Hohe ist
usw. Im néchsten Schritt wird jeweils das links von der Héhe liegende Dreieck gewahilt.

Wie in A 17.10 untersucht wurde, hat das jeweilige M6ndchen Uber der Hypotenuse den gleichen
Flacheninhalt wie das Dreieck.

Das Ausgangsdreieck hat den Flacheninhalt A=%-g-h=2%"-(2h) - h =h2= (1 LE)2. Wegen der
fortgesetzten Halbierung haben die nachsten Dreiecke der Folge jeweils einen halb so groRen Flacheninhalt.

Wie in Kap. 8 erlautert wurde, hat die unendliche Summe 1+% +i +£ +i +i +...den Wert 2.

4 8 16 32
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Hinweis: Der Streckenzug hat die Lange
1 1 1 1 _ 1 —\ED\/E+1—2+\/§-

1 1 -
1+ﬁ+ﬁ+ﬁ+\%+x@+"'_l_i \/5_1_\/5_1 \/§+1_
V2. 2

Zu A17.18:

(1) Das Viereck ist eigentlich ein Dreieck, das durch die Hohe h, auf c in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt
wird. Hier gilt: hi2=a2—-p2=Db2-@? also a2+ q2= b2+ p2

(2) Wenn x =y, ist das Viereck achsensymmetrisch bzgl. einer Diagonalen ist, z. B. beim symmetrischen
Drachen, dann gilt: a = d und b = c. Dann ist die Bedingung a2 + c2 = b2 + d2 erst recht erfllt.

Zu A 17.19:

Die nachsten Summen von zwei Quadratzahlen, fir die es mehr als eine Darstellung gibt:
125=52+102=22+ 112 130 =32+112=72+ 92

145 =12+ 122=82+ 92 170 =12+132=72+ 112

185=42+132=82+ 112 200 =22+ 142=102 + 102

205=62+132=32+ 142 221 =52+ 142=10% + 112

250=52+152=92+ 132 260 =22+ 162=82+ 142

Dass hier Giberwiegend Zahlen mit Endziffer 0 bzw. 5 vorkommen, lasst sich wie folgt nachvollziehen:
Als Endziffern von Quadratzahlen kommen nur in Frage:
02=0,1221,92=1,2224,8224,3229,7229,42=6,62=6,52=5 (mod 10)

Bildet man die Summe von Quadratzahlen mit diesen Endziffern, dann ergeben sich die folgenden
Kombinationen:

0(1({4|5|6]|9
0|0|1(4|5|6]|9
1(1|2|5|6|7|0
414,5(8(9|0]|3
5/5(6[/9|0|1|4
6 6(7|0|12|2]|5
9(9,0(3|4|5]|8
zu A 17.20:

() In Beispiel 1 wurden die Tripel (5 ; 12 ; 13) und das 3-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5)
betrachtet, in Beispiel 2 die Tripel (5 ; 12 ; 13) und das 4-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5),

in Beispiel 3 das 5-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das 3-Fache des primitiven Zahlentripels
(5; 12 ; 13), in Beispiel 4 das 5-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das 4-Fache des primitiven
Zahlentripels (5 ;12 ; 13).

(2) Betrachtet man das 8-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das 3-Fache des primitiven
Zahlentripels (8 ; 15 ; 17), dann ergeben sich die Zahlentripel (24; 32; 40) und (24, 45; 51).

Betrachtet man das 5-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das primitive Zahlentripel (8 ; 15 ; 17)
selbst, dann ergeben sich die Zahlentripel (15; 20; 25) und (8; 15; 17). Betrachtet man das 2-Fache des
primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das primitive Zahlentripel (8 ; 15 ; 17) selbst, dann ergeben sich die
Zahlentripel (6; 8; 10) und (8; 15; 17). Betrachtet man das 15-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ;4 ; 5)
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und das 4-Fache des primitiven Zahlentripels (8 ; 15 ; 17), dann ergeben sich die Zahlentripel (45; 60; 75)
und (32; 60; 68).

(3) Betrachtet man das 7-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das 3-Fache des primitiven
Zahlentripels (7 ; 24 ; 25), dann ergeben sich die Zahlentripel (21; 28; 35) und (24; 72; 75).

Betrachtet man das 8-Fache des primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das primitive Zahlentripel (7 ; 24 ; 25)
selbst, dann ergeben sich die Zahlentripel (24; 32; 40) und (7; 24; 25). Betrachtet man das 7-Fache des
primitiven Zahlentripels (3 ; 4 ; 5) und das 4-Fache des primitiven Zahlentripels (7 ; 24 ; 25), dann ergeben
sich die Zahlentripel (21; 28; 35) und (28; 96; 100). Betrachtet man das 6-Fache des primitiven Zahlentripels
(3; 4 ; 5) und das primitive Zahlentripel (7 ; 24 ; 25) selbst, dann ergeben sich die Zahlentripel (18; 24; 30)
und (7; 24; 25).
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